
Πρόλογος

Ετούτο εδώ το ϐιβλίο σχεδιάστηκε για να διδαχθεί η Θεωρία Κωδίκων µε έναν
ορθό µαθηµατικό τρόπο σε ϕοιτητές της Μηχανικής, της Επιστήµης των Η/Υ και
των Μαθηµατικών. ∆ιαφέρει από τα πιο πολλά κείµενα µε το ίδιο αντικείµενο για
δυο ϐασικούς λόγους : ακολουθείται η ϕιλοσοφία του «κάθε τι στον καιρό του» και
παραλείπονται οι άχρηστες µαθηµατικές γενικεύσεις.

Η ϕιλοσοφία του «κάθε τι στον καιρό του» σηµαίνει ότι η εισαγωγή των ανα-
γκαίων µαθηµατικών εννοιών γίνεται τη στιγµή που αυτές ϑα εφαρµοστούν· δηλ.
παράλληλα µε τις εφαρµογές. ∆εν έχουµε 200 σελίδες µαθηµατικά (τα περισσό-
τερα να είναι άσχετα µε την Θεωρία) και ακολουθούν άλλες 200 σελίδες Θεωρίας
Κωδίκων. Οπότε η διάταξη της ύλης είναι περίπου: µαθηµατικά, εφαρµογές,
µαθηµατικά, εφαρµογές, κ.ο.κ. Το να παραλείπουµε τις άχρηστες γενικεύσεις
σηµαίνει ότι δεν ϑεωρούµε αναγκαίο για παράδειγµα, να περιγράψουµε έναν κυ-
κλικό κώδικα ως ένα πρωταρχικό ιδεώδες. Με άλλα λόγια, έχουµε παραλείψει τις
περισσότερες ϕορές τις µαθηµατικές γενικεύσεις και την ορολογία που ϕυσιολο-
γικά ϑα χρησιµοποιούνταν στη διδασκαλία της Θεωρίας Κωδίκων σε µια τάξη η
οποία αποτελείται από προχωρηµένους µαθηµατικούς.

Το ϐιβλίο µας ασχολείται αποκλειστικά µε δυαδικούς κώδικες και κώδικες
χαρακτηριστικής 2, δίνοντας έµφαση στην κατασκευή, κωδικοποίηση και απο-
κωδικοποίηση πολλών και σηµαντικών οικογενειών κωδίκων που ενδιαφέρουν τη
Μηχανική και την Επιστήµη των Η/Υ, όπως οι κώδικες Reed-Solomon και οι
συνελικτικοί κώδικες, οι οποίοι χρησιµοποιήθηκαν στις επικοινωνίες µε µακρινές
αποστολές στο διάστηµα αλλά και σε συνηθισµένες ηλεκτρονικές συσκευές (απλώς
να αναφέρουµε δύο περιοχές εφαρµογών). Η επιλογή των κωδίκων αυτών απο-
τελεί την αιτία για µια µεγάλη γκάµα από αλγορίθµους για κωδικοποίηση και
αποκωδικοποίηση.

Το παρόν κείµενο χρησιµοποιήθηκε για τη διδασκαλία της Θεωρίας Κωδίκων
διάρκειας δυο τριµήνων στο πανεπιστήµιο του Auburn. Οι ελάχιστες προαπαι-
τούµενες γνώσεις για την παρακολούθηση είναι µάλλον µια στοιχειώδη γνώση
Γραµµικής ΄Αλγεβρας. ΄Οµως όσο περισσότερες γνώσεις υπάρχουν σε Γραµµική
΄Αλγεβρα και σε µοντέρνα ΄Αλγεβρα γενικότερα, τόσο το καλύτερο. Φοιτητές µε
µεγαλύτερο µαθηµατικό υπόβαθρο και ωριµότητα, ϑα περάσουν µάλλον γρηγο-
ϱότερα την αρχική ύλη του µαθήµατος.

Οι συγγραφείς ϑα εκτιµήσουν ιδιαίτερα τα οποιαδήποτε σχόλια από τους ανα-
γνώστες. Η ηλεκτρονική µας διεύθυνση είναι KTPHELPS@DUCVAX.AUBURN.EDU.

i



ii

Οι συγγραφείς επιθυµούν να ευχαριστήσουν την κ. Rosie Torbert για την εξαι-
ϱετική επιδεξιότητα στη δακτυλογράφηση του κειµένου. Η σταθερή και πρόσχαρη
διάθεση της στις συνεχείς αναθεωρήσεις του κειµένου την ανυψώνει στην τάξη των
αγίων.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή στη Θεωρία
Κωδίκων

1.1 Εισαγωγή

Η Θεωρία Κωδίκων είναι η µελέτη των µεθόδων για αποτελεσµατική και ακριβή
µεταβίβαση πληροφοριών από το ένα µέρος στο άλλο. Η ϑεωρία έχει αναπτυχθεί
για ποικίλες εφαρµογές, όπως ελαχιστοποίηση του ϑορύβου σε εγγραφές συµπα-
γών δίσκων, µετάδοση οικονοµικών πληροφοριών µέσω τηλεφωνικών γραµµών,
µετάδοση δεδοµένων από τον έναν υπολογιστή στον άλλο ή από τη µνήµη στην
κεντρική µονάδα επεξεργασίας και µετάδοση πληροφοριών από αποµακρυσµένη
πηγή, όπως µετεωρολογικούς ή επικοινωνιακούς δορυφόρους ή από το διαστη-
µόπλοιο Voyager το οποίο στέλνει ϕωτογραφίες από τους πλανήτες ∆ία και Κρόνο
στη Γη.

Το ϕυσικό µέσο, διαµέσου του οποίου η πληροφορία µεταδίδεται, λέγεται κα-
νάλι. Οι τηλεφωνικές γραµµές και η ατµόσφαιρα είναι παραδείγµατα καναλιώ-
ν. Ανεπιθύµητες ενοχλήσεις, που ονοµάζονται ϑόρυβος, µπορεί να προκαλέσουν
διαφοροποίηση µεταξύ της µεταδιδόµενης και της ληφθείσας πληροφορίας. Ο
ϑόρυβος µπορεί να προκληθεί από ηλιακές κηλίδες, αστραπές, τσακίσµατα της
µαγνητικής ταινίας, ϐροχές µετεωριτών, ϕορτωµένες τηλεφωνικές γραµµές, τυ-
χαία ϱαδιοπαρεµβολή, ϕτωχή δακτυλογράφηση, ασαφής ακρόαση, ασαφή οµιλία
και πολλές άλλες αιτίες.

Η ϑεωρία Κωδίκων, ασχολείται µε το πρόβληµα της ανίχνευσης και της διόρ-
ϑωσης λαθών από µετάδοση, τα οποία προκαλούνται από τον ϑόρυβο στο κανάλι.
Το διάγραµµα που ακολουθεί, µας δίνει µια γενική ιδέα ενός γενικού συστήµατος
µετάδοσης πληροφοριών.

Πηγή
Πληροφορίας-

Μεταδότης
(Κωδικοποιητής)-

Κανάλι
Μετάδοσης-

Παραλήπτης
(Αποκωδικοποιητής)-

Συλλογή
Πληροφορίας

6
Θόρυβος

1



2 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓ�Η ΣΤΗ ΘΕΩΡ�ΙΑ ΚΩ∆�ΙΚΩΝ

Το πιο σηµαντικό µέρος του διαγράµµατος, γι’αυτά που µας ενδιαφέρουν εδώ,
είναι ο ϑόρυβος (Noise), ελλείψει του οποίου δε ϑα υπήρχε ανάγκη για τη ϑεωρία
Κωδίκων.

Στην πράξη, ο έλεγχος που έχουµε πάνω στο ϑόρυβο, είναι η επιλογή ενός κα-
λού καναλιού προς χρήση για µετάδοση και η χρήση κάποιων ϕίλτρων ϑορύβου
για την αντιµετώπιση συγκεκριµένων τύπων παρεµβολής που µπορεί ν’ ανακύ-
ψουν. Αυτά είναι µηχανικά προβλήµατα. ΄Ετσι και καταλήξουµε στο καλύτερο
µηχανικό σύστηµα προκειµένου να λύσουµε αυτά τα προβλήµατα, µπορούµε να
επικεντρώσουµε την προσοχή µας στην κατασκευή του κωδικοποιητή και του α-
ποκωδικοποιητή. Η πρόθεσή µας είναι να τα κατασκευάσουµε µε τέτοιο τρόπο,
ώστε να πετύχουµε:

1) γρήγορη κωδικοποίηση πληροφοριών,

2) εύκολη µετάδοση των κωδικοποιηµένων µηνυµάτων,

3) γρήγορη αποκωδικοποίηση των ληφθέντων µηνυµάτων,

4) διόρθωση λαθών που εισάγονται στο κανάλι και

5) µέγιστη µετάδοση πληροφοριών στη µονάδα του χρόνου.

Ο πρωταρχικός στόχος είναι ο τέταρτος από τους παραπάνω. Το πρόβληµα
είναι ότι δεν είναι γενικά συµβατός µε τον πέµπτο και ειδικά, ίσως δεν είναι συµ-
ϐατός ούτε µε τους άλλους τρεις. ΄Ετσι, κάθε λύση επιτυγχάνεται ισορροπώντας
και τους πέντε στόχους.

Στις καθηµερινές προσωπικές µας επικοινωνίες, χρησιµοποιούµε ϐασικά λέ-
ξεις, προφορικά ή γραπτά, ϕτιαγµένες από περιορισµένο αλφάβητο. ΄Εχουµε
πληροφορίες για να επικοινωνούµε· τις κωδικοποιούµε σε µηνύµατα που στη συ-
νέχεια τα εκφράζουµε γραπτά ή προφορικά. Στη συνέχεια αυτά αποστέλλονται
µέσω ενός καναλιού, που συνήθως είναι το διάστηµα µεταξύ του στόµατος και του
αυτιού ή από το στυλό στο χαρτί και στη συνέχεια στο µάτι. Ο ϑόρυβος µπορεί να
προκληθεί από ασαφή οµιλία, κακό άκουσµα, λανθασµένη γραµµατική, δυνατό
στερεοφωνικό συγκρότηµα, ϕορτισµένη συζήτηση, ανορθογραφία, παρερµηνεία ή
λανθασµένη δακτυλογράφηση. Ο αποκωδικοποιητής είναι το δικό µας διάβασµα
(ή άκουσµα) και η κατανόηση του ληφθέντος µηνύµατος.

΄Εχουµε εσωτερικές διαδικασίες διόρθωσης λαθών που ούτε καν είχαµε ϕα-
νταστεί. Υποθέτοντας ότι λαµβάνουµε το µήνυµα ‘‘Apt natural. I have a gub.’’,
το οποίο είναι µία ατάκα από το ‘‘Take the money and run’’ του Woody Allen.
Αφού η Αγγλική γλώσσα δεν χρησιµοποιεί όλες τις πιθανές λέξεις οποιουδήποτε
δοσµένου µήκους, πιθανότατα ϑα αναγνωρίσουµε ότι το ‘‘gub’’ δεν είναι λέξη της
Αγγλικής. Μπορούµε µε ασφάλεια να υποθέσουµε ότι η µεταδοθείσα λέξη είναι
κοντά στο ‘‘gub’’ κατά µία έννοια. ΄Αρα είναι πιο πιθανό να ήταν ‘‘gut’’ ή ‘‘gun’’ ή
‘‘tub’’ παρά ‘‘firetruck’’ ή ‘‘rat’’. Είναι όµως µόνο τα συµφραζόµενα του µηνύµατος
που µας επιτρέπουν να διαλέξουµε το ‘‘gun’’ σαν την πιο πιθανή λέξη. Η λέξη ‘‘A-
pt’’ είναι τέλεια ορθή στα Αγγλικά, αλλά πάλι από τα συµφραζόµενα οδηγούµαστε
τελικά να τη διορθώσουµε σε ‘‘act’’. Αν επίσης τυχαίνει να είµαστε γνώστες της
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Αγγλικής, ϑα διορθώσουµε επιπλέον το ‘‘natural’’ σε ‘‘naturally’’, αν και αυτό το
λάθος οφείλεται στην πηγή και όχι στο κανάλι.

Από αυτούς τους τύπους λαθών, µπορούµε να ασχοληθούµε µόνο µε τον πρώ-
το : δηλαδή µε το να επιλέξουµε την πιο πιθανή µεταδοθείσα λέξη. Η σίγουρη
µέθοδος για την καταπολέµηση των λαθών, είναι µέσω της χρήσης επιπλέον ψη-
ϕίων. Πολλές επιχειρήσεις σήµερα, συνήθως προσθέτουν ψηφία ελέγχου σε νού-
µερα αναγνώρισης. Αυτά είναι επιπλέον ψηφία που χρησιµεύουν στον έλεγχο της
ορθότητας δεδοµένων ή αριθµών που προκύπτουν από πράξεις. Αυτή είναι µάλ-
λον και η πιο συνήθως αναγνωρίσιµη µέθοδος κωδικοποίησης στην καθηµερινή
Ϲωή. Θα ασχοληθούµε µε πιο επιτηδευµένες παρόµοιες ιδέες.

1.2 Βασικές Υποθέσεις

Θα κάνουµε κάποιες πρωταρχικές υποθέσεις και ϑα δώσουµε κάποιους ϐασι-
κούς ορισµούς που ϑα ισχύουν σε όλο το κείµενο.

Σε πολλές περιπτώσεις, η πληροφορία που πρόκειται να µεταδοθεί, µεταδί-
δεται από µία ακολουθία από µηδέν και άσους, τα οποία λέγονται ψηφία. Μία
λέξη λοιπόν, είναι µια ακολουθία από ψηφία. Μήκος (length) µιας λέξης, ονο-
µάζουµε τον αριθµό των ψηφίων που την απαρτίζουν. ΄Ετσι, για παράδειγµα η
ακολουθία 0110101 είναι µια λέξη µήκους 7. Μία λέξη µεταδίδεται στέλνοντας τα
ψηφία της, το ένα µετά το άλλο, διαµέσου δυαδικού καναλιού (binary channel).
Ο όρος «δυαδικό» αναφέρεται στο γεγονός ότι µόνο δύο ψηφία, το µηδέν και ο
άσος, χρησιµοποιούνται. Κάθε ψηφίο µεταδίδεται µε τρόπο µηχανικό, ηλεκτρικό,
µαγνητικό, ή αλλιώς, µε έναν από τους δύο τύπους εύκολα διαφοροποιούµενων
παλµών.

΄Ενας δυαδικός κώδικας (binary channel) είναι ένα σύνολο C από λέξεις. Ο
κώδικας που αποτελείται απ’ όλες τις λέξεις µήκους 2, είναι ο

C = {00, 10, 01, 11}.

΄Ενας µπλοκ κώδικας (block code) είναι ένας κώδικας του οποίου όλες οι λέξει-
ς έχουν το ίδιο µήκος· αυτό το µήκος ονοµάζεται µήκος του κώδικα. Εµείς ϑα
ϑεωρούµε στο εξής µόνο µπλοκ κώδικες. ∆ηλαδή, για µας, ο όρος κώδικας ϑα ση-
µαίνει πάντα δυαδικός µπλοκ κώδικας. Οι λέξεις που ανήκουν σε δοσµένο κώδικα
C0, ϑα λέγονται κωδικολέξεις. Θα συµβολίζουµε τον αριθµό των κωδικολέξεων σε
έναν κώδικα C, µε |C|.

Ασκήσεις

1.2.1 Κάντε µια λίστα µε όλες τις λέξεις µήκους 3, µήκους 4, και µήκους 5.

1.2.2 Βρείτε έναν τύπο για το συνολικό αριθµό των λέξεων µήκους n.

1.2.3 ΄Εστω C είναι ο κώδικας που αποτελείται από όλες τις λέξεις µήκους 6
που έχουν άρτιο πλήθος από άσους. Κάντε µια λίστα µε τις κωδικολέξεις
του C.
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Θα χρειαστούµε να κάνουµε κάποιες συγκεκριµένες ϐασικές υποθέσεις για
το κανάλι. Αυτές οι υποθέσεις ϑα µορφοποιήσουν αναγκαστικά την ϑεωρία που
σχηµατίζουµε.

Η πρώτη υπόθεση είναι ότι µια κωδικολέξη µήκους n που αποτελείται από 0
και 1 παραλαµβάνεται ως µια λέξη µήκους n που αποτελείται από 0 και 1, αλλά
δεν αποκλείεται να είναι διαφορετική από τη σταλθείσα.

Η δεύτερη είναι ότι δεν υπάρχει δυσκολία να αναγνωρίσουµε την αρχή της
πρώτης σταλθείσας λέξης. ΄Ετσι, εάν χρησιµοποιούµε κωδικολέξεις µήκους 3 και
λάβουµε 011011001, τότε ξέρουµε ότι λάβαµε τις παρακάτω 3 λέξεις κατά σειρά:
011, 011, 001. Αυτή η υπόθεση σηµαίνει, εάν χρησιµοποιούµε µήκος 3, ότι το
κανάλι δεν µπορεί να παραδώσει 01101 στον αποκωδικοποιητή, διότι ένα ψηφίο
έχει χαθεί εδώ.

Η τελική υπόθεση είναι ότι ο ϑόρυβος απλώνεται ισοπίθανα και οµοιογενώς σε
αντίθεση µε το να απλώνεται σε δέσµες (ϱιπές) που λέγονται εκρήξεις. ∆ηλαδή η
πιθανότητα ένα τυχαίο ψηφίο να είναι εσφαλµένο κατά τη λήψη του (λόγο ϑορύ-
ϐου) είναι η ίδια ακριβώς µε οποιοδήποτε έλλο ψηφίο και δεν επηρεάζεται από
λάθη σε γειτονικά ψηφία. Αυτή δεν είναι µια πολύ ϱεαλιστική υπόθεση για πολλά
είδη ϑορύβου όπως οι αστραπές και οι γρατζουνιές σε συµπαγείς δίσκους. Θα
ϑεωρήσουµε τελικά αυτό το είδος ϑορύβου.

Σε ένα τέλειο, δηλαδή χωρίς ϑορύβους, κανάλι, κάθε ψηφίο 0 ή 1 που στέλ-
νεται, είναι πάντοτε αυτό που λαµβάνεται. Εάν όλα τα κανάλια ήταν τέλεια, δε
ϑα είχαµε ανάγκη τη Θεωρία Κωδίκων. ΄Οµως ευτυχώς (ή ίσως, δυστυχώς) κανέ-
να κανάλι δεν είναι τέλειο· κάθε κανάλι είναι ϑορυβώδες. Κάποια κανάλια είναι
λιγότερα ϑορυβώδη, ή πιο αξιόπιστα, από άλλα.

΄Ενα δυαδικό κανάλι ϑα λέγεται συµµετρικό, αν τα 0 και 1 λαµβάνονται µε την
ίδια πιθανότητα λάθους· δηλαδή η πιθανότητα να λαµβάνουµε το σωστό ψηφίο
είναι ανεξάρτητη από το ποιο ψηφίο, 0 ή 1, αποστέλλεται. Η αξιοπιστία ενό-
ς δυαδικού συµµετρικού καναλιού (∆ΣΚ)(binary symmetric channel) είναι ένας
πραγµατικός αριθµός p, µε 0 ≤ p ≤ 1, ο οποίος συµβολίζει την πιθανότητα το
ψηφίο (0 ή 1) που λαµβάνεται να είναι εκείνο ακριβώς που έχει αποσταλεί.

Εάν το p συµβολίζει την πιθανότητα το ψηφίο που λαµβάνεται να είναι το ίδιο µε
το ψηφίο που µας στάλθηκε, τότε 1−p είναι η πιθανότητα το ψηφίο που λαµβάνεται
να µην είναι εκείνο που στάλθηκε. Το παρακάτω διάγραµµα αποσαφηνίζει πώς
λειτουργεί ένας ∆ΣΚ:

0
p //

1−p
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Στις περισσότερες περιπτώσεις είναι ίσως δύσκολο να υπολογίσουµε την ακριβή
τιµή του p για δοθέν κανάλι. Εντούτοις η πραγµατική τιµή του p δεν επηρεάζει
σηµαντικά την ανάπτυξη της ϑεωρίας.

΄Ενα κανάλι ονοµάζεται πιο αξιόπιστο από ένα άλλο, αν η αξιοπιστία του είναι
µεγαλύτερη. Παρατηρούµε ότι για p = 1, δεν υπάρχει περίπτωση κάπιο ψηφίο
να αλλαχθεί κατά την µετάδοση. Οπότε το κανάλι είναι τέλειο και δε ϑα µας
απασχολήσει. ΄Οπως επίσης δεν ϑα µας απασχολήσει και ένα κανάλι µε p = 0.
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Κάθε κανάλι µε 0 < p ≤ 1/2, µπορεί εύκολα να µετατραπεί σε ένα άλλο κανάλι
µε 1/2 ≤ p < 1. Από ’δώ και στο εξής ϑα υποθέτουµε πάντα ότι χρησιµοποιούµε ένα
∆ΣΚ µε αξιοπιστία p που ικανοποιεί τη σχέση 1/2 < p < 1.

Ασκήσεις

1.2.4 Εξηγήστε γιατί ένα κανάλι µε p = 0 δεν έχει ενδιαφέρον.

1.2.5 Εξηγήστε πώς µετατρέπεται ένα κανάλι µε πιθανότητα 0 < p ≤ 1/2, σε
κανάλι µε πιθανότητα 1/2 ≤ p < 1.

1.2.6 Τι µπορούµε να πούµε για ένα κανάλι µε p = 1/2;

1.3 Ανιχνεύοντας και διορθώνοντας υποδείγµατα
λαθών

Θεωρούµε τώρα τις δυνατότητες διόρθωσης και ανίχνευσης λαθών.
Σ’ αυτήν την ενότητα ϑα αναπτύξουµε διαισθητικά τις έννοιες που συνεπάγεται

η ανίχνευση και η διόρθωση λαθών, ενώ µια πλήρης ανάπτυξη ϑα ακολουθήσει
στις επόµενες παραγράφους.

Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι µια λέξη παραλήφθηκε, η οποία όµως δεν είναι
κωδικολέξη. Συνεπώς ανιχνεύσαµε ότι κάποιο λάθος (ίσως αρκετά λάθη) έχει ει-
σαχθεί. Αν αντίθετα λάβουµε µια κωδικολέξη, τότε είναι πιθανό να µην υπάρχουν
λάθη κατά τη διάρκεια της µετάδοσης, οπότε είναι αδύνατο να ανιχνεύσουµε κά-
ποιο λάθος.

Η έννοια της διόρθωσης ενός λάθους είναι πιο περίπλοκη. ΄Οπως είδαµε και
στο παράδειγµα στην εισαγωγή όταν κλίναµε να διορθώσουµε το ‘‘gub’’ σε ‘‘gun’’
παρά σε ‘‘rat’’, απευθυνθήκαµε στη διαίσθηση µας για να προτείνουµε ότι κάθε
ληφθείσα λέξη ϑα πρέπει να διορθωθεί σε µια κωδικολέξη που απαιτεί τις λιγό-
τερες αλλαγές. (Σε επόµενη ενότητα δείχνουµε ότι η πιθανότητα ώστε µια τέτοια
κωδικολέξη αποστάλθηκε είναι τουλάχιστον τόσο µεγάλη όσο η πιθανότητα να µας
αποστάλθηκε οποιαδήποτε άλλη λέξη). Για να ενώσουµε αυτές τις ιδέες, ϑα µε-
λετήσουµε κάποιους συγκεκριµµένους κώδικες. Σηµειώστε ότι η υπόθεσή µας
ότι αποκλείουµε την περίπτωση να χάνονται ή να δηµιουργούνται ψηφία κατά τη
διάρκεια της µετάδοσης αποκλείει την αποκωδικοποίηση του ‘‘gub’’ σε ‘‘firetruck’’.

Παράδειγµα 1.3.1 ΄Εστω ο κώδικας C1 = {00, 01, 10, 11}. Τότε κάθε παραλη-
ϕθείσα λέξη είναι κωδικολέξη και ο C1 δεν µπορεί ν’ ανιχνεύσει κάποιο λάθος.
Επίσης ο C1 δε διορθώνει κάποια λάθη διότι κάθε ληφθείσα λέξη δεν απαιτεί
καµία αλλαγή για να γίνει κωδικολέξη.

Παράδειγµα 1.3.2 Τροποποιούµε τον C1 επαναλαµβάνοντας κάθε κωδικολέξη
τρεις ϕορές. Ο νέος κώδικας είναι ο

C2 = {000000, 010101, 101010, 111111}.
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Αυτό είναι ένα παράδειγµα ενός επαναληπτικού κώδικα. ΄Εστω τώρα ότι λαµβά-
νουµε 110101. Επειδή δεν είναι κωδικολέξη µπορούµε να ανιχνεύσουµε ότι του-
λάχιστον ένα λάθος εµφανίστηκε. Η κωδικολέξη 010101 µπορεί να σχηµατιστεί
αλλάζοντας ένα ψηφίο, αλλά όλες οι άλλες κωδικολέξεις σχηµατίζονται αλλάζο-
ντας περισσότερα από ένα ψηφία. Οπότε περιµένουµε ότι η 010101 είναι η πιο
πιθανή κωδικολέξη που µας έχει αποσταλεί, οπότε διορθώνουµε την 110101 σε
010101. (Μια κωδικολέξη που µπορεί να σχηµατιστεί από µια λέξη w µε το ελά-
χιστο πλήθος ψηφίων να αλλάζεται λέγεται η κοντινότερη κωδικολέξη· η ιδέα ϑα
σχηµατοποιηθεί αργότερα). Πράγµατι εάν µια οποιαδήποτε κωδικολέξη c ∈ C2,
µεταδίδεται και ένα λάθος εµφανίζεται κατά την διάρκεια της µετάδοσης, τότε η
µοναδική κοντινότερη κωδικολέξη στην παραληφθείσα λέξη είναι η c· οπότε κά-
ϑε ένα λάθος επιδρά σε µια λέξη την οποία διορθώνουµε στην κωδικολέξη που
µεταδόθηκε.

Παράδειγµα 1.3.3 Τροποποιούµε τον C1 προσθέτοντας ένα τρίτο ψηφίο σε κάθε
κωδικολέξη έτσι ώστε το πλήθος των άσων σε κάθε κωδικολέξη να είναι άρτιο. Ο
κώδικας που προκύπτει είναι ο

C3 = {000, 011, 101, 110}.

Το επιπλέον ψηφίο λέγεται ψηφίο ελέγχου της ισοτιµίας (parity-check ψηφίο).
΄Εστω ότι λάβαµε 010, τότε επειδή η 010 δεν είναι κωδικολέξη, έχουµε ανιχνεύσει
ότι κάποιο λάθος έχει συµβεί. Κάθε µια από τις κωδικολέξεις 110, 000 και 011
µπορεί να σχηµατιστεί µε την αλλαγή ενός ψηφίου από τη ληφθείσα λέξη. Σε
επόµενες ενότητες διακρίνουµε µεταξύ της περίπτωσης του πως χειριζόµαστε λη-
ϕθείσες λέξεις που είναι κοντινότερα σε µια µοναδική κωδικολέξη (και άρα είναι η
µοναδικά πιο πιθανή κωδικολέξη που αποστάλθηκε) όπως ήταν στο Παράδειγµα
1.3.2 και της περίπτωσης που οι ληφθείσες λέξεις είναι κοντινότερα σε πολλές
κωδικολέξεις όπως σε τούτο το παράδειγµα. Είναι αρκετό σε αυτό το στάδιο να
παρατηρήσουµε ότι ϕαίνεται πιο λογικό να διορθώσουµε την 010 σε µια από τις
110, 000 ή 011 παρά σε 101.

Ασκήσεις

1.3.4 ΄Εστω C ο κώδικας που περιέχει όλες τις κωδικολέξεις µήκους 3. Βρείτε
ποια κωδικολέξη είναι πιο πιθανό να έχει σταλεί, αν λάβουµε την 001.

1.3.5 Προσθέστε ένα parity check ψηφίο στις κωδικολέξεις του κώδικα της
άσκησης 1.3.4 και χρησιµοποιείστε τον κώδικα C που προκύπτει για να
απαντήσετε στις παρακάτω ερωτήσεις.

(α΄). Εάν λάβουµε την 1101, µπορούµε ν’ ανιχνεύσουµε ένα λάθος ;

(ϐ΄). Εάν λάβουµε την 1101, τι κωδικολέξεις είναι πιο πιθανό να έχουν
µεταδοθεί ;

(γ΄). Υπάρχει κάποια λέξη µε µήκος 4 η οποία να µην ανήκει στον κώ-
δικα, αλλά να είναι κοντά σε µια µοναδική κωδικολέξη ;
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1.3.6 Επαναλάβετε κάθε λέξη στον κώδικα C που περιγράφεται στην άσκηση
1.3.4 τρεις ϕορές, διατυπώνοντας έναν επαναληπτικό κώδικα µήκους 9.
Βρείτε τις κοντινότερες κωδικολέξεις στις ακόλουθες ληφθείσες λέξεις :

(α΄). 001000001

(ϐ΄). 011001011

(γ΄). 101000101

(δ΄). 100000010

1.3.7 Βρείτε το µέγιστο αριθµό κωδικολέξεων µήκους n = 4 σε έναν κώδικα,
στον οποίο κάθε µοναδικό λάθος µπορεί να ανιχνευθεί.

1.3.8 Επαναλάβετε την άσκηση 1.3.7 για n = 5, n = 6 και για κάθε n.

1.4 Βαθµός Πληροφορίας

Μετά την τελευταία ενότητα έγινε ϕανερό ότι η πρόσθεση νέων ψηφίων σε κω-
δικολέξεις, ϐελτιώνουν τις δυνατότητες ανίχνευσης και διόρθωσης λαθών του κώ-
δικα. Ωστόσο, όσο µακρύτερη είναι η κωδικολέξη, τόσο πιο αργή και η αποστολή
της. Ο ϐαθµός πληροφορίας (ή απλά ϐαθµός), ενός κώδικα είναι ένας αριθµός
που σχεδιάστηκε να µετράει το ποσοστό από κάθε κωδικολέξη που µεταφέρει το
µήνυµα. Ο ϐαθµός πληροφορίας για έναν κώδικα C µε µήκους n, ορίζεται να
είναι ο λόγος (για δυαδικούς κώδικες)

1
n

log2 |C|.

Επειδή µπορούµε να υποθέσουµε ότι 1 ≤ |C| ≤ 2n, είναι ϕανερό ότι ο ϐαθµός
πληροφορίας είναι µεταξύ 0 και 1· είναι 1 εάν κάθε λέξη είναι και κωδικολέξη και
0 αν |C| = 1.

Για παράδειγµα, οι ϐαθµοί πληροφορίας για τους κώδικες C1, C2 και C3 της
προηγούµενης ενότητας, είναι 1, 1/3 και 2/3 αντίστοιχα. Καθένας απ’ αυτούς
τους ϐαθµούς πληροφορίας ϕαίνεται λογικό να συσχετίζεται µε τους αντίστοιχους
κωδίκους, διότι µόνο τα πρώτα 2 από τα 6 ψηφία κάθε µιας κωδικολέξης του C2

µεταφέρουν το µήνυµα, όπως και τα πρώτα 2 ψηφία από τα 3 κάθε κωδικολέξης
του C3.

Ασκήσεις

1.4.1 Βρείτε το ϐαθµό πληροφορίας για κάθε κώδικα στις Ασκήσεις 1.3.4, 1.3.5
και 1.3.6.
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1.5 Τα ϑετικά αποτελέσµατα από την ανίχνευση
και τη διόρθωση λαθών

Για να τονίσουµε τα πολύ ϑετικά αποτελέσµατα από την εισαγωγή του parity-
check ψηφίου σ’ ένα κώδικα στην ανίχνευση όταν εµφανιστεί ένα λάθος, ϑεωρούµε
τους παρακάτω κώδικες.

΄Εστω ότι όλες οι 211 λέξεις µήκους 11 είναι κωδικολέξεις, οπότε κανένα λάθος
δεν πρόκειται να ανιχνευθεί. ΄Εστω ότι η αξιοπιστία του καναλιού είναι p = 1−10−8

και ότι τα ψηφία αποστέλλονται µε ϱυθµό 107 ψηφία το δευτερόλεπτο. Τότε, η
πιθανότητα µια λέξη να µεταδίδεται εσφαλµένη είναι ίση περίπου µε 11p10(1−p),
που είναι περίπου 11/108. Οπότε περίπου

11
108

· 107

11
= 0.1 λέξεις το δευτερόλεπτο

αποστέλλονται εσφαλµένα, χωρίς να ανιχνεύονται. ∆ηλαδή µια ολόκληρη λέξη
κάθε 10 δευτερόλεπτα, δηλαδή 6 λέξεις το λεπτό, 360 λέξεις την ώρα ή 8640 τη
µέρα ! Αυτό δεν είναι πολύ καλό.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι εισάγουµε ένα parity-check ψηφίο σε κάθε κωδικο-
λέξη, οπότε το πλήθος των άσων σε κάθε µία από τις 2048 κωδικολέξεις είναι άρτιο.
΄Αρα κάθε λέξη µε ένα λάθος ανιχνεύεται, οπότε τουλάχιστον δύο λάθη πρέπει να
εµφανίζονται σε κάποια λέξη, ώστε αυτή να µεταδίδεται λανθασµένα χωρίς να το
αντιληφθούµε. Η πιθανότητα τουλάχιστον δύο λάθη να εµφανίζονται είναι ίση µε

1 − p12 − 12p11(1 − p), το οποίο είναι περίπου
(

12
2

)
p10(1 − p)2, το οποίο για

p = 1 − 10−8 είναι περίπου 66
1016 . Τώρα περίπου 66

1016 · 107

12 = 5 · 5 × 10−9 λέξεις
το δευτερόλεπτο µεταδίδονται λανθασµένες, χωρίς ν’ ανιχνεύονται. Αυτό σηµαίνει
µία λανθασµένη λέξη κάθε 2000 µέρες !

΄Ετσι λοιπόν, εάν επιθυµούµε να ελαττώσουµε λίγο το ϐαθµό πληροφορίας, ε-
πιµηκύνοντας το κώδικα από 11 σε 12, τότε είναι πολύ πιθανό ν’ ανακαλύπτουµε τα
λάθη. Για να αποφασίσουµε αν όντως αυτά τα λάθη συνέβησαν, ίσως χρειαστεί να
Ϲητήσουµε την επαναµετάδοση του µηνύµατος. Αυτό σηµαίνει, από πρακτικής α-
πόψεως, ότι η µετάδοση πρέπει να σταµατήσει έως ότου λάβουµε την επιβεβαίωση,
ή τα µηνύµατα πρέπει να αποθηκεύονται κάπου προσωρινά, έως ότου απαιτή-
σουµε επαναµετάδοση· και οι δύο περιπτώσεις µπορεί να έχουν υψηλό κόστος σε
χρόνο ή χώρο. Υπάρχουν ϐέβαια και οι περιπτώσεις που η επανάληψη είναι αδύ-
νατη, όπως για παράδειγµα στην αποστολή του Voyager και όταν χρησιµοποιούµε
συµπαγείς δίσκους. Οπότε, αντί να µεγαλώσουµε το µήκος µιας λέξης, αξίζει να
εισάγουµε ικανότητες διόρθωσης λαθών µέσα στον ίδιο τον κώδικα. Τέτοιες όµως
ικανότητες µπορεί να δυσκολέψουν την κωδικοποίηση, αλλά ϑα ϐοηθήσουν να
αποφύγουµε το υψηλό κόστος σε χρόνο ή χρήµα που προαναφέραµε.

΄Ενας άλλος τρόπος για να εισάγουµε ικανότητες διόρθωσης, είναι να ϕτιά-
ξουµε έναν επαναληπτικό κώδικα στον οποίο κάθε κωδικολέξη αποστέλλεται τρεις
ϕορές διαδοχικά. Οπότε, αν υποθέσουµε ότι το πολύ ένα λανθασµένο ψηφίο εµ-
ϕανίζεται σε κάθε κωδικολέξη των 33 ψηφίων, τότε δύο τουλάχιστον από τις τρεις
επαναλήψεις ϑα είναι σωστές. Επειδή οι συγκρίσεις των τριών λέξεων των 11 ψη-
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ϕίων είναι σχετικά απλό, το µόνο µειονέκτηµα είναι ότι ο ϐαθµός πληροφορίας
µειώθηκε από 1 σε 1/3.

΄Οµως το 1/3 παραµένει 1/3. ΄Ισως υπάρχει και καλύτερος τρόπος. Παρακάτω
ϑα δούµε ότι είναι δυνατό, εισάγοντας 4 µόνο επιπλέον ψηφία σε κάθε κωδικο-
λέξη των 11 ψηφίων, να διορθώσουµε κάθε µοναδικό λανθασµένο ψηφίο. Αυτό
σηµαίνει ότι έχουµε ένα κώδικα µε ϐαθµό πληροφορίας 11/15, µια αξιοσηµείωτη
ϐελτίωση, υποθέτοντας ϐέβαια ότι το κόστος κωδικοποίησης και αποκωδικοποίη-
σης δεν αυξάνει υπερβολικά.

Το καθήκον µας λοιπόν είναι να σχεδιάσουµε κώδικες µε λογικούς ϐαθµού-
ς πληροφορίας, χαµηλό κόστος κωδικοποίησης και αποκωδικοποίησης και µε
κάποιες ικανότητες ανίχνευσης και διόρθωσης λαθών, ώστε να µην απαιτείται ε-
πανάληψη της µετάδοσης του µηνύµατος.

1.6 Βρίσκοντας την πιο πιθανή κωδικολέξη που
µεταδόθηκε

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια συνολική αντίληψη της διαδικασίας µετάδοσης,
γνωρίζοντας και την κωδικολέξη v που αποστάλθηκε και την κωδικολέξη w που
παραλήφθηκε. Για δοθέντα v και w, έστω φp(v, w) η πιθανότητα εκείνη που,
αν η κωδικολέξη v αποστάλθηκε µέσω ενός ∆ΣΚ µε αξιοπιστία p, τότε η λέξη w
παραλήφθηκε. Επειδή υποθέτουµε ότι ο ϑόρυβος απλώνεται τυχαία, µπορούµε
να µεταχειριζόµαστε τη µετάδοση κάθε ψηφίου ως ανεξάρτητο γεγονός. Οπότε, αν
οι v και w διαφωνούν σε d ψηφία, τότε έχουµε n − d ψηφία να έχουν µεταδοθεί
σωστά και d να έχουν µεταδοθεί λανθασµένα, οπότε,

φp(v, w) = pn−d(1− p)d.

Παράδειγµα 1.6.1 ΄Εστω C κώδικας µήκους 5. Τότε για κάθε v στο C, η πιθα-
νότητα να έχει αποσταλεί σωστά είναι :

φp(v, v) = p5.

΄Εστω 10101 ανήκει στο C. ΄Αρα:

φp(10101, 01101) = p3(1− p)2

και αν p = 0.9 τότε :

φ0.9(10101, 01101) = (0.9)3(0.1)2 = 0.00729.

Ασκήσεις

1.6.2 Υπολογίστε την phi0.97(v, w) για κάθε ένα απο τα παρακάτω Ϲεύγη των
v και w:

(α΄). v = 01101101, w = 10001110
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(ϐ΄). v = 1110101, w = 1110101

(γ΄). v = 00101, w = 11010

(δ΄). v = 00000, w = 00000

(ε΄). v = 1011010, w = 0000010

(ϛ΄). v = 10110, w = 01001

(Ϲ΄). v = 111101, w = 000010.

Στην πράξη, γνωρίζουµε την w, την λέξη που λάβαµε αλλά δεν γνωρίζουµε
την πραγµατικά απεσταλµένη κωδικολέξη v. Εντούτοις, κάθε κωδικολέξη v ορίζει
για τις λέξεις w µια αντιστοιχία από πιθανότητες φp(v, w). Κάθε τέτοια αντιστοιχία
είναι ένα µαθηµατικό µοντέλο και επιλέγουµε το µοντέλο (δηλαδή την κωδικολέξη
v) το οποίο συµφωνεί περισσότερο µε την παρατήρηση - σ’ αυτήν την περίπτωση,
εκείνη που κάνει πιο πιθανή την παραληφθείσα λέξη. ∆ηλαδή, υποθέτουµε ότι η
v αποστάλθηκε εάν η w παραλήφθηκε, όταν

φp(v, w) = max{φp(u,w) : u ∈ C}.

Το παρακάτω ϑεώρηµα µας δίνει ένα απλό κριτήριο για να ϐρίσκουµε τέτοια
κωδικολέξη v.

Θεώρηµα 1.6.3 ΄Εστω ότι έχουµε ένα ∆ΣΚ µε 1/2 < p < 1. ΄Εστω v1 και v2 δύο
κωδικολέξεις και w µια λέξη, όλες µήκους n. Υποθέτουµε ότι οι v1 και w διαφωνούν
σε d1 ψηφία και οι v2 και w σε d2. Τότε :

φp(v1, w) ≤ φp(v2, w) αν και µόνο αν d1 ≥ d2.

Απόδειξη: ΄Εχουµε ήδη αποδείξει ότι

φp(v1, w) ≤ φp(v2, w) ⇔ pn−d1(1− p)d1 ≤ pn−d2(1− p)d2

⇔
(

p

1− p

)d2−d1

≤ 1

⇔ d2 ≤ d1 (εφόσον p

1− p
> 1).

Το προηγούµενο µας δίνει µία απλή µέθοδο για να διορθώσουµε λέξεις, την
οποία µέχρι τώρα την είχαµε αποδεχθεί διαισθητικά: διόρθωσε τη w σε µια κωδι-
κολέξη που διαφωνεί µε τη w σε όσο το δυνατόν λιγότερα ψηφία, διότι µία τέτοια
κωδικολέξη είναι η πιο πιθανή να έχει σταλεί, δεδοµένου ότι παραλήφθηκε η w.

Παράδειγµα 1.6.4 Εάν w = 00110 έχει παραληφθεί µέσω ενός ∆ΣΚ µε p =
0.98, ποια από τις παρακάτω κωδικολέξεις 01101, 01001, 10100, 10101 είναι η
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πιθανότερη αποσταλθείσα ;

v d (πλήθος ψηφίων που διαφωνούν µε τη w)
01101 3
01001 4
10100 2 ← το µικρότερο d
10101 3

Χρησιµοποιώντας τον παραπάνω πίνακα, το ϑεώρηµα 1.6.3 µας λέει ότι η 10100
ήταν η πιο πιθανή σταλθείσα λέξη. Σηµειώστε ότι δεν είναι ανάγκη να γνωρίζουµε
την ακριβή τιµή του p για να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα 1.6.3· το µόνο που πρέπει
να γνωρίζουµε είναι ότι p > 1/2.

Ασκήσεις

1.6.5 Υποθέστε ότι η w = 0010110 παραλήφθηκε από ένα ∆ΣΚ κανάλι µε
αξιοπιστία p = 0.9. Ποια από τις παρακάτω κωδικολέξεις είναι πιο πιθανό
να έχει αποσταλεί ;

1001011, 111110, 0001110, 0011001, 1101001.

1.6.6 Ποια από τις 8 κωδικολέξεις του κώδικα στην άσκηση 1.3.6 είναι η πιο
πιθανή να έχει αποσταλεί, αν έχουµε λάβει w = 101000101;

1.6.7 Εάν C = {01000, 01001, 00011, 11001} και λάβαµε µια λέξη w = 10110,
ποια κωδικολέξη είναι πιο πιθανή να έχει αποσταλεί ;

1.6.8 Επαναλάβετε την άσκηση 1.6.3, αφού αντικαταστήσετε τον C µε
{010101, 110110, 101101, 100110, 011001} και τη w µε 101010.

1.6.9 Ποιες κωδικολέξεις από τις 110110, 110101, 000111, 100111, 101000 εί-
ναι πιο πιθανές να έχουν αποσταλεί, αν λάβαµε την w = 011001;

1.6.10 Στο ϑεώρηµα 1.6.3 ϑεωρούµε ότι 1/2 < p < 1. Τι ϑα µπορούσαµε
ν’ αλλάξουµε στην πρόταση του ϑεωρήµατος 1.6.3, εάν αλλάξουµε τις
υποθέσεις µε :

(α΄). 0 < p < 1/2,

(ϐ΄). p = 1/2;

1.7 Ολίγη Βασική ΄Αλγεβρα

΄Ενα πρόβληµα που ϑα στρέψουµε την προσοχή µας, είναι να ϐρούµε έναν
αποτελεσµατικό τρόπο να ϐρίσκουµε την κοντινότερη κωδικολέξη σε µια παρα-
ληφθείσα λέξη. Εάν ο κώδικας µας έχει πάρα πολλές κωδικολέξεις, τότε είναι
πρακτικά άσκοπο να συγκρίνουµε κάθε ϕορά µια παραληφθείσα λέξη w µε κάθε
κωδικολέξη, για να ϐρούµε ποια κωδικολέξη συµφωνεί περισσότερο µε τη w.
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Για παράδειγµα, εάν ο κώδικας περιέχει 212 κωδικολέξεις (όπως χρησιµοποι-
ήθηκε στην αποστολή του Voyager) τότε σε µια τέτοια διαδικασία αποκωδικοποί-
ησης, δε ϑα ελπίζαµε ποτέ να συγχρονιστούµε µε το εισερχόµενο µήνυµα. Για να
ξεπεράσουµε αυτό το πρόβληµα, εισάγουµε κάποια δοµή στους κώδικες.

΄Εστω K = {0, 1} και έστω Kn να είναι το σύνολο όλων των δυαδικών λέξεων
µε µήκος n. Ορίζουµε τη δυαδική πρόσθεση και τον δυαδικό πολλαπλασιασµό
κατά τα γνωστά:

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0

0 · 0 = 0, 1 · 0 = 0, 0 · 1 = 0, 1 · 1 = 1

Ορίζουµε την πρόσθεση για τα στοιχεία του Kn κατά συντεταγµένες, χρησιµο-
ποιώντας τη δυαδική πρόσθεση του K για κάθε ϑέση. Για παράδειγµα, έστω

v = 01101 και w = 11001 τότε v + w = 10100.

Προφανώς η πρόσθεση δύο δυαδικών λέξεων µήκους n έχει ως αποτέλεσµα µια
δυαδική λέξη µήκους n, οπότε το Kn είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση.

Χρησιµοποιώντας την ορολογία της Γραµµικής ΄Αλγεβρας, τα στοιχεία 0 και 1
του K λέγονται ϐαθµωτά. Τότε ο ϐαθµωτός πολλαπλασιασµός στο Kn ορίζεται
κατά συντεταγµένες. Επειδή τα µοναδικά ϐαθµωτά µεγέθη είναι το 0 και το 1, τα
µοναδικά ϐαθµωτά πολλαπλάσια µιας λέξης w είναι το 0 ·w, που είναι το στοιχείο
του Kn µε 0 σε κάθε συντεταγµένη και το 1·w, που είναι η w. Ορίζουµε το στοιχείο
του Kn µε 0 σε όλες τις συντεταγµένες ως την µηδενική λέξη. Προφανώς το Kn

είναι κλειστό ως προς ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό.
Με αυτούς τους ορισµούς της πρόσθεσης και του ϐαθµωτού πολλαπλασια-

σµού, µπορεί εύκολα να δειχθεί ότι το Kn είναι διανυσµατικός χώρος ως προς K.
∆ηλαδή, για οποιαδήποτε λέξεις n, u, v και w και για κάθε ϐαθµωτά a και b:

1. v + w ∈ Kn

2. (u + v) + w = u + (v + w)

3. v + 0 = 0 + v = v, όπου µε 0 συµβολίζουµε τη µηδενική λέξη

4. για κάποια v′ ∈ Kn, v + v′ = v′ + v = 0

5. v + w = w + v

6. av ∈ Kn

7. a(v + w) = av + aw

8. (a + b)v = av + bv

9. (ab)v = a(bv)

10. 1v = v.
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Ασκήσεις

1.7.1 ∆είξτε ότι αν v είναι µια λέξη του Kn, τότε v + v = 0.

1.7.2 ∆είξτε ότι αν v και w είναι λέξεις του Kn και v + w = 0, τότε v = w.

1.7.3 ∆είξτε ότι αν v, u και w είναι λέξεις του Kn και u + v = w, τότε και
u + w = v.

Ας παρατηρήσουµε ότι αν v είναι η κωδικολέξη που αποστέλνεται µέσω ενός
∆ΣΚ και w η λέξη που λαµβάνεται, τότε εάν κάποια συντεταγµένη (ψηφίο) του
w µεταδόθηκε εσφαλµένα, τότε η v + w περιέχει 1 σε αυτή τη ϑέση, ενώ εάν
µεταδόθηκε σωστά, τότε περιέχει 0. Το v+w ονοµάζεται υπόδειγµα λάθους (pattern
error), ή σκέτο λάθος. Για παράδειγµα, εάν αποστέλλεται η v = 10101 και
λαµβάνεται η w = 01101, τότε εµφανίζονται λάθη στην 1η, 2η και 5η ϑέση. Το
υπόδειγµα λάθους είναι v + w = 11001.

1.8 Βάρος και Απόσταση

Θα εισάγουµε δύο σηµαντικούς ορισµούς. ΄Εστω v µια λέξη µήκους n. Το ϐά-
ϱος Hamming, ή απλά το ϐάρος της v, είναι το πλήθος των εµφανίσεων του ψηφίου
1 στη v. Συµβολίζουµε το ϐάρος της v µε wt(v). Για παράδειγµα, wt(110101) = 4
και wt(00000) = 0.

΄Εστω v και w δύο λέξεις µήκους n. Η απόσταση Hamming, ή απλά απόσταση
µεταξύ των v και w, είναι το πλήθος των ϑέσεων στις οποίες οι v και w διαφωνούν.
Συµβολίζουµε την απόσταση µεταξύ των v και w µε d(v, w). Για παράδειγµα,
d(01011, 00111) = 2 και d(10110, 10110) = 0.

Παρατηρήστε ότι η απόσταση µεταξύ των v και w, είναι η ίδια µε το ϐάρος του
υποδείγµατος λάθους u = v + w:

d(v, w) = wt(v + w).

Για παράδειγµα, εάν v = 11010 και w = 01101, τότε έχουµε

d(v, w) = d(11010, 01101) = 4 και wt(u+w) = wt(11010+01101) = wt(10111) = 4.

΄Ετσι ο τύπος της πιθανότητας στην ενότητα 1.6, µπορεί να ξαναεκφραστεί ως :

φp(v, w) = pn−wt(u)(1− p)wt(u),

όπου u είναι το υπόδειγµα λάθους u = v + w. Θα αναφερόµαστε στο φp(v, w) ως
την πιθανότητα του υποδείγµατος λάθους u = v + w.

Ασκήσεις

1.8.1 Υπολογίστε το ϐάρος της καθεµιάς από τις παρακάτω λέξεις και την
απόσταση µεταξύ των Ϲευγαριών : u1 = 1001010, u2 = 0110101, u3 =
0011110, και u4 = u2 + u3.
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1.8.2 ΄Εστω u = 01011, v = 11010, w = 01100. Συγκρίνετε καθένα από τα
παρακάτω Ϲευγάρια ποσοτήτων :

(α΄). wt(v + w) και wt(v) + wt(w),

(ϐ΄). d(v, w) και d(v, u) + d(u, w).

Παρακάτω απαριθµούµε έναν αριθµό από σχέσεις που αφορούν το ϐάρος και
την απόσταση. Εδώ u, v και w είναι λέξεις µήκους n και a είναι ένα ψηφίο.

1. 0 ≤ wt(v) ≤ n

2. wt(0) = 0

3. Εάν wt(v) = 0, τότε v = 0.

4. 0 ≤ d(v, w) ≤ n

5. d(v, v) = 0

6. Εάν d(v, w) = 0, τότε v = w.

7. d(v, w) = d(w, v)

8. wt(v + w) ≤ wt(v) + wt(w)

9. d(v, w) ≤ d(v, u) + d(u,w)

10. wt(av) = a · wt(v)

11. d(av, aw) = a · d(v, w).

Οι περισσότερες από αυτές τις σχέσεις είναι άµεσα προφανείς από τους ορι-
σµούς του ϐάρους και της απόστασης. Στην άσκηση 1.8.2, ο αναγνώστης κατα-
σκεύασε παραδείγµατα των σχέσεων 8 και 9. Για να κατασκευάσετε αποδείξεις,
προσπαθείστε να χρησιµοποιήσετε τη ϐασική σχέση d(v, w) = wt(v + w) και τις
Ασκήσεις 1.7.1, 1.7.2 και 1.7.3 κατάλληλα.

Ασκήσεις

1.8.3 Κατασκευάστε ένα παράδειγµα στον K5 για καθένα από τους έντεκα
παραπάνω κανόνες.

1.8.4 Αποδείξτε τους έντεκα παραπάνω κανόνες.

Αυτές οι σχέσεις ϑα χρησιµοποιούνται όταν χρειαστεί και χωρίς κάποιο σχόλιο
στις επόµενες ενότητες.
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1.9 Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανότητας

Τώρα είµαστε έτοιµοι να δώσουµε πιο ακριβείς τυποποιήσεις δύο ϐασικών
προβληµάτων της ϑεωρίας κωδίκων. Ας υποθέσουµε ότι είµαστε στο ένα άκρο
ενός ∆ΣΚ και ϑέλουµε να λάβουµε ένα µήνυµα από τον µεταδότη (ποµπό), που
ϐρίσκεται στην άλλη άκρη του καναλιού. Ο µεταδότης είναι ϕυσικά κάποιος
που εµείς έχουµε σχεδιάσει προηγουµένως. Πράγµατι, ο σχεδιασµός ενός καλού
µεταδότη είναι ένα από τα ϐασικά προβλήµατα.

Υπάρχουν δύο ποσότητες που δεν µπορούµε να ελέγξουµε. Η µία είναι η
πιθανότητα p, που το ∆ΣΚ ϑα µεταδώσει κάποιο ψηφίο σωστά. Η δεύτερη είναι
το πλήθος των δυνατών µηνυµάτων που µπορούν να µεταδοθούν. Τα πραγµα-
τικά µηνύµατα που αποστέλλονται δεν είναι τόσο σηµαντικά, όσο σηµαντικό είναι
το πλήθος των δυνατών µηνυµάτων. Για παράδειγµα, µόνο δύο µηνύµατα ήταν
απαραίτητα, έως ότου ο Paul Revere ξεκινήσει τον περίφηµο µεταµεσονύκτιο πε-
ϱίπατο.

Ας υποθέσουµε ότι για κάθε σύνολο S µε |S| συµβολίζουµε το πλήθος των
στοιχείων του S. ΄Ετσι |Kn| = 2n από την άσκηση 1.2.2.

Τα δύο ϐασικά προβλήµατα στην κωδικοποίηση είναι :

1.9.1 Κωδικοποίηση Πρέπει να ορίσουµε τον κώδικα που ϑα χρησιµοποιήσου-
µε για να αποστείλουµε τα µηνύµατα. Πρέπει να κάνουµε κάποιες επιλογές.
Κατ’αρχάς, ϑα επιλέξουµε ένα ϑετικό ακέραιο k, το µήκος κάθε δυαδικής λέξης
που αντιστοιχεί σ’ ένα µήνυµα. Επειδή κάθε µήνυµα πρέπει να αντιστοιχεί σε
µια διαφορετική δυαδική λέξη µήκους k, το k πρέπει να επιλεχθεί έτσι ώστε
|M | ≤ |Kk| = 2k. Στη συνέχεια πρέπει να αποφασίσουµε πόσα επιπλέον ψηφία
είναι ανάγκη να προσθέσουµε σε κάθε λέξη µήκους k, ώστε να εξασφαλίσουµε
την ανίχνευση ή τη διόρθωση, όσο το δυνατόν περισσότερων λαθών, δηλαδή ποιες
ϑα είναι οι κωδικολέξεις και ποιο το µήκος n του κώδικα. Για να µεταδοθεί ένα
συγκεκριµένο µήνυµα, ο µεταδότης ϐρίσκει κατ’αρχάς τη λέξη µήκους k που α-
ντιστοιχεί στο µήνυµα και στη συνέχεια µεταδίδει την κωδικολέξη που αντιστοιχεί
σ’ αυτήν τη λέξη.

1.9.2 Αποκωδικοποίηση ΄Εστω ότι µια λέξη w του Kn λαµβάνεται. Θα περιγρά-
ψουµε τώρα

έναν αλγόριθµο που λέγεται Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανότητας (Maxi-
mum Likelihood Decoding), ή ΑΜΠ για να αποφασίσουµε ποια λέξη v του κώδικα
C αποστάλθηκε. Υπάρχουν ουσιαστικά δύο είδη της ΑΜΠ:

1) Πλήρης Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανότητας (Complete Maximum Like-
lihood Decoding), ή ΠΑΜΠ. Εάν υπάρχει µια µοναδική λέξη v του C πιο
κοντά στη w από κάθε άλλη λέξη στο C, τότε αποκωδικοποιούµε την w ως
v. ∆ηλαδή, αν d(v, w) < d(v1, w) για κάθε v1 στο C, µε v1 6= v, τότε αποκω-
δικοποιούµε w ως v. Εάν υπάρχουν πολλές λέξεις του C πιο κοντά στη w,
δηλαδή στην ίδια απόσταση από το w, τότε επιλέγουµε αυθαίρετα κάποια
απ’ αυτές και συµπεραίνουµε ότι αυτή είναι η κωδικολέξη που στάλθηκε.

2) Ηµιτελής Αποκωδικοποίηση Μέγιστης Πιθανότητας (Incomplete Maximum Li-
kelihood Decoding), ή ΗΑΜΠ. Ξανά, εάν υπάρχει µοναδική λέξη v στο C
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πιο κοντά στο w, τότε αποκωδικοποιούµε το w ως v. Εάν όµως υπάρχουν
πολλές λέξεις στο C στην ίδια απόσταση από την w, τότε Ϲητάµε επανάληψη
του µηνύµατος, όπως επίσης και σε µερικές περιπτώσεις που η ληφθείσα
λέξη w είναι πολύ µακριά από κάθε λέξη του κώδικά µας.

Θα χρησιµοποιήσουµε την ΗΑΜΠ για τα παραδείγµατα και τις ασκήσεις της
ενότητας, αλλά και στο µεγαλύτερο µέρος του υπόλοιπου κειµένου. Τονίζουµε ότι
η ΑΜΠ δε δουλεύει πάντα. Συγκεκριµένα, αν έχουν γίνει πάρα πολλά λάθη κατά
τη µετάδοση του µηνύµατος µέσα από το ∆ΣΚ η ΑΜΠ αποτυγχάνει.

Η λέξη v του C που είναι πιο κοντά στη ληφθείσα λέξη w, είναι εκείνη για την
οποία η απόσταση d(v, w) είναι ελάχιστη και συνεπώς από το ϑεώρηµα 1.6.3, έχει
τη µέγιστη πιθανότητα φp(v, w) για να είναι η λέξη που πραγµατικά στάλθηκε.
Το παράδειγµα 1.6.4 αποδεικνύει το γεγονός αυτό. Επειδή d(v, w) = wt(v + w),
το ϐάρος του υποδείγµατος λάθους u = v + w, το ϑεώρηµα 1.6.3 µπορεί να
περιγραφεί ως εξής :

φp(v1, w) ≤ φp(v2, w) ⇔ wt(v1 + w) ≥ wt(v2 + w)·

δηλαδή, η πιο πιθανή αποσταλείσα λέξη είναι εκείνη µε το µικρότερο ϐάρος υπο-
δείγµατος λάθους.

΄Ετσι η στρατηγική στην ΗΑΜΠ είναι να εξετάσουµε τα υποδείγµατα λάθους
v + w για όλες τις κωδικολέξεις v και να επιλέξουµε τη v η οποία παράγει το
µικρότερο ϐάρος στο υπόδειγµα λάθους.

Παράδειγµα 1.9.3 Υποθέστε ότι |M | = 2 και επιλέγουµε h = 3 και C =
{000, 111}. Εάν n = 000 αποστέλλεται, τότε πότε η ΗΑΜΠ ϑα αποφασίσει σω-
στά ότι στάλθηκε η v; Επίσης, πότε η ΗΑΜΠ ϑα αποφασίσει λάθος ότι στάλθηκε
η 111; Κατασκευάζουµε τον Πίνακα 1.1 όπως ακολουθεί.

Ληφθείσα Υπόδειγµα Λάθους Αποκωδικοποίηση
w 000 + w 111 + w v

000 000∗ 111 000
100 100∗ 011 000
010 010∗ 101 000
001 001∗ 110 000
110 110 001∗ 111
101 101 010∗ 111
011 011 100∗ 111
111 111 000∗ 111

Πίνακας 1.1: ΗΑΜΠ πίνακας για το παράδειγµα 1.9.3

Η πρώτη στήλη περιέχει όλες τις δυνατές λέξεις που µπορεί να παραληφθούν,
δηλαδή όλο το K3. Η δεύτερη και η τρίτη περιέχουν τα υποδείγµατα λάθους v+w
για κάθε λέξη v του κώδικα C. Επειδή η ΗΑΜΠ ϑα επιλέγει τα υποδείγµατα
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λάθους µε το µικρότερο ϐάρος, ϑέσαµε έναν αστερίσκο δίπλα από κάθε λέξη
ελάχιστου ϐάρους. Στην τελευταία στήλη γράψαµε τη λέξη v του κώδικα C, που
αντιστοιχεί στη στήλη όπου ο αστερίσκος έχει τοποθετηθεί. Αυτή είναι η λέξη v
που η ΗΑΜΠ ϑα υποθέσει ότι στάλθηκε, για κάθε λέξη που λαµβάνεται. ΄Ετσι η
ΗΑΜΠ ϑα συµπεράνει σωστά ότι στάλθηκε 000 αν παραλήφθηκε κάποια από τις
000, 100, 010 ή 001 (τέσσερις πρώτες γραµµές του πίνακα 1.1). Ενώ η ΗΑΜΠ ϑα
συµπεράνει εσφαλµένα ότι στάλθηκε 111, εάν παραλήφθηκε κάποια από τις 110,
101, 011 ή 111.

Παράδειγµα 1.9.4 Υποθέστε ότι |M | = 3 και επιλέγουµε C = {0000, 1010, 0111}
µε h = 4. Θα ϕτιάξουµε τον ΗΑΜΠ Πίνακα 1.2, όπως κάναµε και στο προηγού-
µενο παράδειγµα, εκτός εάν δύο ή περισσότερες ϑέσεις στις στήλες των υποδειγ-
µάτων λαθών έχουν το ίδιο ελάχιστο ϐάρος, οπότε δε ϑέτουµε αστερίσκο σ’ αυτήν
τη γραµµή και δε γράφουµε τίποτα (δηλώνεται µε - ) στη στήλη του v µε την απο-
κωδικοποιηµένη λέξη. Αυτό σηµαίνει για την ΗΑΜΠ, ότι απαιτούµε αναµετάδοση
κάθε ϕορά που σε δύο ή περισσότερες λέξεις το υπόδειγµα λάθους έχει το ίδιο
ελάχιστο ϐάρος.

Ληφθείσα Υπόδειγµα Λάθους Αποκωδικοποίηση
w 0000 + w 1010 + w 0111 + w v

0000 0000∗ 1010 0111 0000
1000 1000 0010 1111 −
0100 0100∗ 1110 0011 0000
0010 0010 1000 0101 −
0001 0001∗ 1011 0110 0000
1100 1100 0110 1011 −
1010 1010 0000∗ 1101 1010
1001 1001 0011 1110 −
0110 0110 1100 0001∗ 0111
0101 0101 1111 0010∗ 0111
0011 0011 1001 0100∗ 0111
1110 1110 0100∗ 1001 1010
1101 1101 0111 1010∗ 0111
1011 1011 0001∗ 1100 1010
0111 0111 1101 0000∗ 0111
1111 1111 0101 1000∗ 0111

Πίνακας 1.2: ΗΑΜΠ πίνακας για το παράδειγµα 1.9.4

Ασκήσεις

1.9.5 ΄Εστω |M | = 2, n = 3 και C = {001, 101}. Εάν σταλεί v = 001, πότε
η ΗΑΜΠ ϑα αποφασίσει ότι στάλθηκε αυτό σωστά και πότε η ΗΑΜΠ ϑα
αποφασίσει ότι στάλθηκε το 101 λανθασµένα ;
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1.9.6 ΄Εστω |M | = 3 και n = 3. Για κάθε λέξη w στο K3 που λαµβάνουµε,
ϐρείτε τη λέξη v στον κώδικα C = {000, 001, 110} την οποία η ΗΑΜΠ ϑα
αποφασίσει ότι έχει σταλεί.

1.9.7 Κατασκευάστε έναν ΗΑΜΠ πίνακα για καθέναν από τους παρακάτω κώ-
δικες :

(α΄). C = {101, 111, 011}

(ϐ΄). C = {000, 001, 010, 011}

(γ΄). C = {0000, 0001, 1110}

(δ΄). C = {0000, 1001, 0110, 1111}

(ε΄). C = {00000, 11111}

(ϛ΄). C = {00000, 11100, 00111, 11011}

(Ϲ΄). C = {00000, 11110, 01111, 10001}

(η΄). C = {000000, 101010, 010101, 111111}

Υπενθυµίζουµε ότι πρέπει να επιλέγουµε n και C (1.9.1). Μερικές επιλογές
είναι καλύτερες από άλλες. Παραθέτουµε τρία σηµαντικά κριτήρια για σύγκριση
καλών επιλογών:

1) Μεγαλύτερες λέξεις απαιτούν περισσότερο χρόνο µετάδοσης και αποκωδι-
κοποίησης, ώστε το n δε ϑα πρέπει να είναι πολύ µεγάλο, δηλαδή ο ϐαθµός
πληροφορίας πρέπει να είναι όσο το δυνατόν πιο κοντά στη 1.

2) Εάν το |C| είναι µεγάλο - ας πούµε κάµποσες χιλιάδες ή και µεγαλύτερο
- και στέλνονται πολλά µηνύµατα ανά δευτερόλεπτο, τότε ο αλγόριθµος για
την ΗΑΜΠ που περιγράφηκε σ’ αυτήν την ενότητα, ϑα ξοδέψει πολύ χρόνο
για να εφαρµοστεί. Ευτυχώς, κάποιες έξυπνες επιλογές του C επιτρέπουν
πιο επιτυχηµένες και γρήγορες µεθόδους για την ΗΑΜΠ.

3) Εάν έχουν συµβεί πολλά λάθη κατά τη µετάδοση, τότε η ΑΜΠ δε ϑα δουλέ-
ψει. ∆ηλαδή, η λέξη εκείνη που η ΑΜΠ ϑα διαλέξει ότι δήθεν αποστάλθηκε,
δε ϑα είναι η ίδια µε την πραγµατική. Οπότε, ο C ϑα πρέπει να επιλεχτεί,
ώστε η πιθανότητα η ΑΜΠ να δουλέψει, να είναι πολύ µεγάλη. (Θεωρούµε
αυτήν την πιθανότητα στην επόµενη ενότητα).

΄Ετσι, ισχυριζόµαστε ότι ο ϐασικός σκοπός της ϑεωρίας κωδίκων είναι να ϐρει
σύνολα C λέξεων τα οποία, σύµφωνα µε τα παραπάνω κριτήρια, να είναι ικανοποι-
ητικά. Οι περισσότερες από τις προσπάθειές µας ϑα έχουν αυτό το σκοπό.
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1.10 Αξιοπιστία της ΑΜΠ

Υποθέτουµε ότι το n και το C έχουν επιλεγεί. Τώρα ϑα δώσουµε µια διαδι-
κασία (έναν αλγόριθµο) για να προσδιορίσουµε την πιθανότητα θp(C, v), για κάθε
αποσταλλείσα λέξη v µέσω ενός ∆ΣΚ µε πιθανότητα p, που η ΗΑΜΠ σωστά ϑα
αποφασίσει ότι στάλθηκε η v.

Κατ’αρχάς, ϐρίσκουµε το σύνολο L(v) των λέξεων του Kn που είναι πιο κοντά
στη v, από κάθε άλλη λέξη στο C. Τότε ορίζουµε το θp(C, v) να είναι το άθροισµα
όλων των πιθανοτήτων φp(v, w), καθώς το w διατρέχει το L(v). ∆ηλαδή:

θp(C, v) =
∑

w∈L(v)

φp(v, w).

Σηµειώστε ότι το L(v) είναι το σύνολο των λέξεων του Kn, οι οποίες, εάν
παραλειφθούν, η ΗΑΜΠ ϑα συµπεράνει ορθά ότι η v έχει αποσταλεί. Μπορούµε
να ϐρούµε το L(v) από τον ΗΑΜΠ πίνακα που κατασκευάστηκε στην τελευταία
ενότητα. Σε κάθε γραµµή του πίνακα, η λέξη w στην πρώτη στήλη ανήκει στο
L(v), αν στην τελευταία στήλη και στην ίδια γραµµή υπάρχει το v και αυτές είναι
και όλες οι λέξεις του L(v).

Παρατηρήστε επίσης ότι το θp(C, v) είναι το άθροισµα πάνω στις λέξεις w του
L(v) των πιθανοτήτων των υποδειγµάτων λάθους v + w που συµβαίνουν κατά τη
µετάδοση.

Το θp µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να συγκριθούν δύο κώδικες, κρίνοντας
τους µε το τρίτο κριτήριο της προηγούµενης παραγράφου. ΄Οµως, ϑα πρέπει
να παρατηρήσουµε ότι το θp(C, v), έτσι όπως ορίστηκε, δεν λαµβάνει υπόψη την
περίπτωση της αναµετάδοσης, όταν η παραληφθείσα λέξη ισαπέχει από δύο κωδι-
κολέξεις. Αυτό οδηγεί σε κάποιες ανωµαλίες (όπως θp(Kn, v) > θp(C, v) για κάθε
v στο Kn και u στο C, όπου C είναι ο parity check κώδικας που δηµιουργείται από
το Kn), αλλά είναι µια αποδεκτή προσέγγιση του µέτρου της αξιοπιστίας. Βεβαί-
ως, το θp(C, v) είναι το κάτω ϕράγµα της πιθανότητας που η v αποκωδικοποιείται
ορθά.

Παράδειγµα 1.10.1 Υποθέτουµε ότι p = 0.90, |M | = 2, u = 3 και C = {000, 111},
όπως στο παράδειγµα 1.9.3. Εάν η λέξη v = 000 έχει σταλεί, ϑα υπολογίσουµε
την πιθανότητα που η ΗΑΜΠ ϑα συµπεράνει σωστά αυτήν, µετά την αποστολή της.
Από τον πίνακα 1.1, η v = 000 αποκωδικοποιείται στις πρώτες τέσσερις γραµµές,
ώστε το σύνολο L(000) (των λέξεων του K3 πιο κοντά στην v = 000 παρά στην 111)
είναι :

L(000) = {000, 100, 010, 001}.
΄Ετσι,

θp(C, 000) = θp(000, 000) + θp(000, 100) + θp(000, 010) + θp(000, 001)
= p3 + p2(1− p) + p2(1− p) + p2(1− p)
= p3 + 3p2(1− p)
= 0.972 (υποθέτοντας ότι p = 0.9).
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Εάν η v = 111 µεταδόθηκε, υπολογίζουµε την πιθανότητα που η ΗΑΜΠ ϑα συ-
µπεράνει σωστά αυτή, µετά από µια αποστολή της. Κατ’αρχάς,

L(111) = {110, 101, 011, 111},

οπότε

θp(C, 111) = θp(111, 110) + θp(111, 101) + θp(111, 011) + θp(111, 111)
= p2(1− p) + p2(1− p) + p2(1− p) + p3

= 3p2(1− p) + p3

= 0, 972 (υποθέτοντας ότι p = 0.9).

Ασκήσεις

1.10.2 ΄Εστω ότι p = 0.90, |M | = 2, n = 3 και C = {001, 101}, όπως στην
άσκηση 1.9.5.

(α΄). Εάν η λέξη v = 001 έχει σταλεί, ϐρείτε την πιθανότητα που η ΗΑΜΠ
ϑα συµπεράνει σωστά αυτή µετά από µια αποστολή της.

(ϐ΄). Επαναλάβετε το (α΄) ερώτηµα για v = 101.

Οι απαντήσεις και στα δύο ερωτήµατα στην παραπάνω άσκηση είναι θp(C, v) =
0.900. Συγκρίνοντάς αυτές µε τα αποτελέσµατα του παραδείγµατος 1.10.1, συµπε-
ϱαίνουµε ότι αφού 0.900 < 0.972, ο κώδικας C = {000, 111} είναι καλύτερος από
τον C = {001, 101}, αν τουλάχιστον αποφασίσουµε σύµφωνα µε το τρίτο κριτήριο
της τελευταίας παραγράφου. Η µέθοδος µας δίνει έναν αλγόριθµο (αν και αποτε-
λεσµατικός για µεγάλο n) για να αποφασίσουµε αν η πιθανότητα να δουλέψει η
ΗΑΜΠ είναι υψηλή. Ευτυχώς, οι περισσότεροι από τους κώδικες που αργότερα
ϑα σχεδιάσουµε, έχουν τέτοια δοµή, ώστε ο υπολογισµός της πιθανότητας, είναι
πολύ πιο εύκολος.

Παράδειγµα 1.10.3 Υποθέστε ότι p = 0.90, |M | = 3, n = 4 και C = {0000, 1010,
0111}, όπως στο παράδειγµα 1.9.4. Για κάθε v στο C, υπολογίζουµε τη θp(C, v).

(α΄).

v = 0000
L(0000) = {0000, 0100, 0001} (από τον πίνακα 1.2)
θp(C, v) = θp(0000, 0000) + θp(0000, 0100) + θp(0000, 0001)

= p4 + p3(1− p) + p3(1− p)
= p4 + 2p3(1− p) = 0, 8019



1.10. ΑΞΙΟΠΙΣΤ�ΙΑ ΤΗΣ ΑΜΠ 21

(ϐ΄).

v = 1010
L(1010) = {1010, 1110, 1011}
θp(C, v) = θp(1010, 1010) + θp(1010, 1110) + θp(1010, 1011)

= p4 + p3(1− p) + p3(1− p)
= p4 + 2p3(1− p) = 0, 8019

(γ΄).

v = 0111
L(0111) = {0110, 0101, 0011, 1101, 0111, 1111}
θp(C, v) = θp(0111, 0110) + θp(0111, 0101) + θp(0111, 0011)

+θp(0111, 1101) + θp(0111, 0111) + θp(0111, 1111)
= p3(1− p) + p3(1− p) + p3(1− p) + p2(1− p)2 + p4 + p3(1− p)
= p4 + 4p3(1− p) + +p2(1− p)2 = 0.9588

Εξετάζοντας τις τρεις πιθανότητες που υπολογίσαµε, ϐλέπουµε ότι η πιθανότητα,
ώστε η ΗΑΜΠ να συµπεράνει σωστά ότι έχει αποσταλεί η 0111, δεν είναι τόσο
κακή. Ωστόσο, η πιθανότητα να συµπεράνει σωστά η ΗΑΜΠ ότι έχει αποσταλεί
η 0000 ή η 1010 είναι απαράδεκτη. ΄Ετσι, τουλάχιστον ως προς το τρίτο κριτήριο
της τελευταίας παραγράφου, ο C = {0000, 1010, 0111} δεν είναι ιδιαίτερα καλή
επιλογή για έναν κώδικα.

Ασκήσεις

1.10.4 Υποθέτουµε ότι p = 0.90 και C = {000, 001, 110} όπως στην άσκηση
1.9.6. Εάν η λέξη v = 110 έχει σταλεί, να υπολογίσετε την πιθανότητα
που η ΗΑΜΠ ϑα συµπεράνει σωστά αυτή και την πιθανότητα που η ΗΑΜΠ
δε ϑα συµπεράνει σωστά ότι στάλθηκε η λέξη 000.

1.10.5 Για κάθε έναν από τους παρακάτω κώδικες C, υπολογίστε την θp(C, v),
χρησιµοποιώντας p = 0.90. (Οι πίνακες της ΗΑΜΠ γι’ αυτούς τους κώδι-
κες, έχουν κατασκευαστεί στην άσκηση 1.9.7)

(α΄). C = {101, 111, 011}
(ϐ΄). C = {000, 001, 010, 011}
(γ΄). C = {0000, 0001, 1110}
(δ΄). C = {0000, 1001, 0110, 1111}
(ε΄). C = {00000, 11111}
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(ϛ΄). C = {00000, 11100, 00111, 11011}
(Ϲ΄). C = {00000, 11110, 01111, 10001}
(η΄). C = {000000, 101010, 010101, 111111}

1.11 Κώδικες ανίχνευσης λαθών

Τώρα ϑα δώσουµε αυστηρά την έννοια πότε ένας κώδικας C ϑα ανιχνεύει λάθη.
Υπενθυµίζουµε ότι εάν η v στο C έχει αποσταλεί και η w στο Kn έχει ληφθεί, τότε
η u = v+w είναι το υπόδειγµα λάθους. Κάθε λέξη u στο Kn µπορεί να εµφανιστεί
ως ένα υπόδειγµα λάθους και ϑέλουµε να ξέρουµε ποια υποδείγµατα λάθους το
C ϑα ανιχνεύσει.

Λέµε ότι ο κώδικας C ανιχνεύει ένα υπόδειγµα λάθους u, αν και µόνο αν το
v + u δεν είναι κωδικολέξη, για κάθε v στο C. Με άλλα λόγια, η u ανιχνεύεται, αν
για κάθε αποσταλείσα κωδικολέξη v, ο αποκωδικοποιητής, όταν ϑα λάβει την v+u,
ϑα αναγνωρίσει ότι δεν είναι κωδικολέξη και συνεπώς κάποιο λάθος υπάρχει.

Παράδειγµα 1.11.1 ΄Εστω C = {001, 101, 110}. Για το υπόδειγµα λάθους u =
010, υπολογίζουµε το v + 010, για κάθε v στο C:

001 + 010 = 011, 101 + 010 = 111, 110 + 010 = 100.

Καµιά από τις λέξεις 011, 111 και 100, ανήκει στο C, οπότε ο C ανιχνεύει το
υπόδειγµα λάθους 010. Αντίθετα, για το υπόδειγµα λάθους u = 100, ϐρίσκουµε

001 + 100 = 101, 101 + 100 = 001, 110 + 100 = 010.

Επειδή τουλάχιστον ένα από τα παραπάνω αθροίσµατα ανήκει στο C, ο C δεν
ανιχνεύει το υπόδειγµα λάθους 100.

Ασκήσεις

1.11.2 ΄Εστω κώδικας C = {001, 101, 110}. Αποφασίστε αν ο C ϑα ανιχνεύσει
τα υποδείγµατα λάθους (a) 011, (b) 001 και (g) 000.

1.11.3 Για καθέναν από τους παρακάτω κώδικες C, αποφασίστε αν ο C ϑα
ανιχνεύσει ή όχι το u:

(α΄). C = {00000, 10101, 11100}
(i) u = 10101

(ii) u = 01010

(iii) u = 11011

(ϐ΄). C = {1101, 0110, 1100}
(i) u = 0010
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(ii) u = 0011

(iii) u = 1010

(γ΄). C = {1000, 0100, 0010, 0001}
(i) u = 1001

(ii) u = 1110

(iii) u = 0110

1.11.4 Ποια υποδείγµατα λάθους ϑα ανιχνεύσει ο κώδικας C = Kn;

1.11.5 (ι) ΄Εστω C ο κώδικας που περιέχει τη µηδενική λέξη ως κωδικολέξη.
Αποδείξτε ότι αν το υπόδειγµα λάθους u είναι µια κωδικολέξη, τότε
ο C δε ϑα ανιχνεύσει το u.

(ιι) Αποδείξτε ότι κανένας κώδικας C δε ϑα ανιχνεύσει το µηδενικό
υπόδειγµα λάθους u = 0.

Ο πίνακας που κατασκευάσαµε για την ΗΑΜΠ µπορεί να χρησιµοποιηθεί για
να ορίσουµε ποιο υπόδειγµα λάθους ένας κώδικας C ϑα ανιχνεύσει. Η πρώτη
λίστα περιέχει κάθε λέξη στο Kn. ΄Ετσι, η πρώτη στήλη µπορεί να παρουσιαστεί
ως η στήλη µε όλα τα υποδείγµατα λάθους w και συνεπώς οι στήλες µε τα «υπο-
δείγµατα λάθους» στον ΗΑΜΠ πίνακα, περιέχουν τα αθροίσµατα v+w, για όλα τα
v ∈ C. Εάν σε κάποια συγκεκριµένη γραµµή, κανένα απ’ αυτά τα αθροίσµατα δεν
είναι κωδικολέξη του C, τότε ο C ανιχνεύει το υπόδειγµα λάθους που ϐρίσκεται
στην πρώτη στήλη αυτής της γραµµής.

Παράδειγµα 1.11.6 Θεωρούµε τον κώδικα C = {000, 111} µε ΗΑΜΠ πίνακα
1.1. ΄Ολα τα πιθανά υποδείγµατα λάθους ϐρίσκονται στην πρώτη στήλη. Για
δοσµένη u, όλα τα αθροίσµατα v + u, καθώς η v τρέχει στο C, εµφανίζονται στη
δεύτερη και στην τρίτη στήλη της γραµµής που «ονοµατίζει» η u. Εάν, καµιά από
τις λέξεις δεν ανήκει στο C (δηλαδή καµιά δεν είναι η 000 ή η 111), τότε ο C
ανιχνεύει τη u. Οπότε ο C ανιχνεύει τα υποδείγµατα λάθους 100, 010, 001, 110,
101 και 011, όπως µπορούµε να δούµε ϑεωρώντας τις γραµµές 2 έως 7 του πίνακα
αλλά δεν µπορεί να ανιχνεύσει τα υποδείγµατα λάθους 000 και 111.

Ασκήσεις

1.11.7 Αποφασίστε αν τα υποδείγµατα λάθους ανιχνεύονται από κάθε κώδικα
της άσκησης 1.9.7, χρησιµοποιώντας τους ΗΑΜΠ πίνακες που έχουν
κατασκευαστεί εκεί.

Μια διαφορετική και πιο γρήγορη µέθοδος για την εύρεση των υποδειγµάτων
λάθους που ο κώδικας C µπορεί να ανιχνεύσει, είναι να ϐρούµε πρώτα όλα τα
υποδείγµατα λάθους που ο C δεν µπορεί να ανιχνεύσει. Τότε όλα τα υπόλοιπα
υποδείγµατα λάθους, µπορούν ν’ ανιχνευτούν από τον C. Προφανώς, για κάθε
Ϲευγάρι κωδικολέξεων v και w, εάν e = v + w, τότε το e δεν µπορεί να ανιχνευτεί
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διότι v+e = w, που είναι µια κωδικολέξη. ΄Αρα, το σύνολο όλων των υποδειγµάτων
λάθους που δεν µπορούν να ανιχνευτούν από τον C, είναι το σύνολο όλων των
λέξεων που µπορούν να γραφτούν ως το άθροισµα 2 κωδικολέξεων.
Παράδειγµα 1.11.8 Ας ϑεωρήσουµε τον κώδικα {000, 111}. Αφού

000 + 000 = 000, 000 + 111 = 111 και 111 + 111 = 000,

το σύνολο των υποδειγµάτων λάθους που δεν µπορεί να ανιχνευτεί από τον C, είναι
{000, 111}. Συνεπώς, όλα τα υποδείγµατα λάθους στο K3{000, 111} µπορούν να
ανιχνευθούν.
Παράδειγµα 1.11.9 ΄Εστω C = {1000, 0100, 1111}. Αφού 1000 + 1000 = 0000,
1000 + 0100 = 1100, 1000 + 1111 = 0111 και 0100 + 1111 = 1011, το σύ-
νολο των υποδειγµάτων λάθους που δεν µπορεί να ανιχνευτεί από τον C, είναι
{0000, 1100, 0111, 1011}. Συνεπώς, όλα τα υποδείγµατα λάθους στο K4\{0000, 1100,
0111, 1011} µπορούν να ανιχνευθούν.

Ασκήσεις

1.11.10 Βρείτε τα υποδείγµατα λάθους που ανιχνεύονται από κάθε κώδικα που
ακολουθεί παρακάτω και συγκρίνετε τις απαντήσεις σας µ’ αυτές της
άσκησης 1.11.5.
(α΄). C = {101, 111, 011}
(ϐ΄). C = {000, 001, 010, 011}
(γ΄). C = {0000, 0001, 1110}
(δ΄). C = {0000, 1001, 0110, 1111}
(ε΄). C = {00000, 11111}
(ϛ΄). C = {00000, 11100, 00111, 11011}
(Ϲ΄). C = {00000, 11110, 01111, 10001}
(η΄). C = {000000, 101010, 010101, 111111}

Υπάρχει επίσης ένας τρόπος να προσδιορίσουµε κάποια υποδείγµατα λάθους
που ο κώδικας C ϑα ανιχνεύσει, χωρίς κάποιο δικό µας έλεγχο. Κατ’αρχάς, πρέπει
να εισάγουµε άλλο ένα νούµερο που συσχετίζεται µε τον C.

Για έναν κώδικα C που περιέχει τουλάχιστον δύο λέξεις, η απόσταση του κώδι-
κα C είναι ο µικρότερος από τους αριθµούς d(v, w), καθώς οι v και w καθορίζουν
όλες τις διαφορετικές τιµές του C. Σηµειώστε ότι επειδή d(v, w) = wt(v + w), η
απόσταση του κώδικα είναι η µικρότερη τιµή του wt(v +w), καθώς οι v και w, µε
v 6= w, διατρέχουν όλες τις πιθανές κωδικολέξεις.

Η απόσταση ενός κώδικα έχει πολλές από τις ιδιότητες της Ευκλείδειας από-
στασης· αυτή η αντιστοιχία µπορεί να είναι χρήσιµη στην κατασκευή της έννοιας
της απόστασης ενός κώδικα.
Παράδειγµα 1.11.11 ΄Εστω C = {0000, 1010, 0111}. Τότε d(0000, 1010) = 2,
d(0000, 0111) = 3 και d(1010, 0111) = 3. ΄Ετσι, η απόσταση του C είναι 2.
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Ασκήσεις

1.11.12 Βρείτε την απόσταση για καθέναν από τους παρακάτω κώδικες :

(α΄). C = {101, 111, 011}

(ϐ΄). C = {000, 001, 010, 011}

(γ΄). C = {0000, 0001, 1110}

(δ΄). C = {0000, 1001, 0110, 1111}

(ε΄). C = {00000, 11111}

(ϛ΄). C = {00000, 11100, 00111, 11011}

(Ϲ΄). C = {00000, 11110, 01111, 10001}

(η΄). C = {000000, 101010, 010101, 111111}

1.11.13 Βρείτε την απόσταση του κώδικα που σχηµατίζεται προσθέτοντας ένα
parity check ψηφίο στον Kn.

Τώρα µπορούµε να δώσουµε ένα ϑεώρηµα που ϐοηθάει στην ανίχνευση πολλών
από τα υποδείγµατα λάθους που ένας κώδικας ϑα ανιχνεύσει.

Θεώρηµα 1.11.14 ΄Ενας κώδικας C µε απόσταση d, ϑα ανιχνεύσει τουλάχιστον
όλα τα µη µηδενικά υποδείγµατα λάθους, ϐάρους µικρότερου ή ίσου µε d − 1.
Επίσης, υπάρχει τουλάχιστον ένα υπόδειγµα λάθους, ϐάρους d, που ο κώδικας δε
ϑα ανιχνεύσει.

Σηµείωση Παρατηρείστε ότι ο C µπορεί να ανιχνεύσει κάποια υποδείγµατα λά-
ϑους ϐάρους d ή µεγαλύτερου, αλλά δεν ανιχνεύει όλα τα υποδείγµατα λάθους
ϐάρους d.

Απόδειξη: ΄Εστω u ένα µη µηδενικό υπόδειγµα λάθους, µε wt(u) ≤ d − 1 και
έστω v στο C. Τότε

d(v, v + u) = wt(v + v + u) = wt(u) < d.

Αφού ο C έχει απόσταση d, v + u δεν ανήκει στο C. ΄Αρα ο C ανιχνεύει το u.
Από τον ορισµό του d, υπάρχουν κωδικολέξεις v και u του C µε d(v, u) = d. Ας
ϑεωρήσουµε το υπόδειγµα λάθους u = v + w. Τώρα, το w = v + u ανήκει στο C,
οπότε ο C δεν µπορεί να ανιχνεύσει το υπόδειγµα λάθους u µε ϐάρος d.

΄Ενας κώδικας είναι t κώδικας ανίχνευσης λάθους, εάν ανιχνεύει όλα τα υπο-
δείγµατα λάθους µε ϐάρος το πολύ t και δεν ανιχνεύει τουλάχιστον ένα υπόδειγµα
λάθους µε ϐάρος t + 1. ΄Ετσι, από το ϑεώρηµα 1.11.14, αν ένας κώδικας έχει α-
πόσταση d, τότε είναι ένας d− 1 κώδικας ανίχνευσης λάθους.
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Παράδειγµα 1.11.15 Ο κώδικας C = {000, 111} έχει απόσταση d = 3. Από το
ϑεώρηµα 1.11.14, ο C ανιχνεύει όλα τα υποδείγµατα λάθους, ϐάρους 1 ή 2 και δεν
ανιχνεύει το µοναδικό υπόδειγµα λάθους ϐάρους 3, δηλαδή το 111. Το µοναδικό
υπόδειγµα λάθους που δεν περιλαµβάνει το ϑεώρηµα 1.11.14 είναι το 000. Από
την άσκηση 1.11.5 γνωρίζουµε ότι το 000 δεν µπορεί να ανιχνευθεί.

Το ϑεώρηµα 1.11.14 δεν εµποδίζει έναν κώδικα C να ανιχνεύσει υπόδειγµα
λάθους µε ϐάρος d ή µεγαλύτερο. Πράγµατι, ο C συνήθως ανιχνεύει και κάποια
τέτοια υποδείγµατα λάθους.

Παράδειγµα 1.11.16 Ο κώδικας C = {001, 101, 110} έχει απόσταση d = 1.
΄Οµως d − 1 = 0 και έτσι το ϑεώρηµα 1.11.14 δε µας ϐοηθά να ορίσουµε ποια
υποδείγµατα λάθους ϑα ανιχνεύσει ο C. ΄Οµως µας λέει ότι υπάρχει τουλάχιστον
ένα υπόδειγµα λάθους, ϐάρους d = 1 που ο C δε ϑα ανιχνεύσει. ΄Οπως είδαµε
στο παράδειγµα 1.11.1, τέτοιο υπόδειγµα λάθους είναι το 100. Σηµειώστε, όµως,
ότι ο C ϑα ανιχνεύσει το υπόδειγµα λάθους 010 µε d = 1.

Ασκήσεις

1.11.17 Ο κώδικας C = {0000, 1010, 0111} έχει απόσταση d = 2. Χρησιµο-
ποιώντας την άσκηση 1.11.5, δείξτε ότι το υπόδειγµα λάθους 1010 δεν
ανιχνεύεται. ∆είξτε ότι αυτό είναι το µοναδικό υπόδειγµα λάθους, ϐάρου-
ς 2, που ο C δεν ανιχνεύει. Βρείτε όλα τα υποδείγµατα λάθους που ο C
ανιχνεύει.

1.11.18 Βρείτε όλα τα υποδείγµατα λάθους που ο κώδικας C3 του παραδείγµατος
δεν ανιχνεύει. Σηµειώστε ότι ο C3 είναι ένας κώδικας ανίχνευσης ενός
λάθους.

1.11.19 Για κάθε κώδικα C της άσκησης 1.11.12, ϐρείτε τα υποδείγµατα λάθους
τα οποία το ϑεώρηµα 1.11.14 εγγυάται ότι ο C ϑα ανιχνεύσει.

1.11.20 ΄Εστω ότι ο κώδικας C αποτελείται από όλες τις λέξεις µήκους 4 οι ο-
ποίες έχουν ίσο ϐάρος. Επίσης, ϐρείτε τα υποδείγµατα λάθους που ο C
ανιχνεύει.

1.12 Κώδικες διόρθωσης λαθών

Εάν µια λέξη v ενός κώδικα διαδίδεται µέσω ενός ∆ΣΚ και εάν w λαµβάνεται,
δηµιουργώντας ένα υπόδειγµα λάθους u = v + w, τότε η ΗΑΜΠ ϑα συµπεράνει
σωστά ότι η v έχει σταλεί, µε την προϋπόθεση ότι η w είναι πιο κοντά στη v
από κάθε άλλη κωδικολέξη. Εάν αυτό συµβαίνει κάθε ϕορά που εµφανίζεται ένα
υπόδειγµα λάθους u, ανεξάρτητα από το ποια κωδικολέξη αποστέλλεται, τότε λέµε
ότι ο C διορθώνει το υπόδειγµα λάθους u. ∆ηλαδή, λέµε ότι ο κώδικας C διορθώνει
το υπόδειγµα λάθους u, εάν για όλες τις v στο C, το v + u είναι πιο κοντά στο v
από κάθε άλλη λέξη στο C. Επίσης, ένας κώδικας λέγεται t κώδικας διόρθωσης,
αν διορθώνει όλα τα υποδείγµατα λάθους, ϐάρους το πολύ t και δε διορθώνει
τουλάχιστον ένα υπόδειγµα λάθους ϐάρους t + 1.
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Παράδειγµα 1.12.1 ΄Εστω C = {000, 111}.
(α΄). Πάρτε το υπόδειγµα λάθους u = 010. Για v = 000,

d(000, v + u) = d(000, 000) = 1 και

d(111, v + u) = d(111, 010) = 2.

Και για v = 111,

d(111, v + u) = d(000, 101) = 2 και

d(111, v + u) = d(111, 101) = 1.

΄Ετσι, ο C διορθώνει το υπόδειγµα λάθους u = 010.

(ϐ΄). Ας πάρουµε τώρα το υπόδειγµα λάθους u = 110. Για v = 000,

d(000, v + u) = d(000, 110) = 2 και

d(111, v + u) = d(111, 110) = 1.

Επειδή το v + u δεν είναι πιο κοντά στο v = 000 παρά στο 111, ο C δε
διορθώνει το υπόδειγµα λάθους 110.

Ο πίνακας της ΗΑΜΠ µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να αποφασίσουµε ποιο
υπόδειγµα λάθους ένας κώδικας C ϑα διορθώσει. Σε κάθε στήλη του πίνακα, όλα
τα δυνατά υποδείγµατα λάθους (που σηµαίνει κάθε λέξη του Kn), εµφανίζονται
µια µόνο ϕορά (διότι αλλιώς, αν το υπόδειγµα λάθους u εµφανίζεται σε κάποια
στήλη δυο ϕορές για κάποια κωδικολέξη v, τότε το u εµφανίζεται σε διαφορετικές
γραµµές που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ληφθείσες λέξεις, ας πούµε w1 και
w2· οπότε u = v + w1 = v + w2, το οποίο είναι άτοπο για w1 6= w2). Επίσης,
ένας αστερίσκος έχει τοποθετηθεί δίπλα στο υπόδειγµα λάθους u στη στήλη που
αντιστοιχεί σε µια κωδικολέξη v στον ΗΑΜΠ πίνακα, ακριβώς όταν το v + u είναι
πιο κοντά στη v από κάθε άλλη λέξη. ΄Αρα, ένα υπόδειγµα λάθους u διορθώνεται
εάν ένας αστερίσκος τοποθετείται δίπλα στο u σε κάθε στήλη του ΗΑΜΠ πίνακα.

Παράδειγµα 1.12.2 Για τον κώδικα C = {000, 111} ο ΗΑΜΠ πίνακας είναι ο 1.1.
Σε κάθε γραµµή του πίνακα, όπου το υπόδειγµα λάθους εµφανίζεται (γραµµές 3
και 6), ο ΗΑΜΠ πίνακας σωστά ϑα συµπεράνει το ποια λέξη στάλθηκε. Επίσης,
τουλάχιστον σε µια γραµµή (γραµµή 4), όπου εµφανίζεται το υπόδειγµα λάθους
110, αν 111 έχει σταλεί και 011 ληφθεί, ο ΗΑΜΠ λανθασµένα ϑα συµπεράνει ότι
έχει σταλεί η 000. Παρατηρείστε ότι αυτός ο κώδικας διορθώνει τα υποδείγµατα
λάθους 000, 100, 010, και 001 όπου λαµβάνουν έναν αστερίσκο κάθε ϕορά που
εµφανίζονται.

Παράδειγµα 1.12.3 ΄Εστω C = {0000, 1010, 0111}. Ο ΗΑΜΠ πίνακας που αντι-
στοιχεί στον C είναι ο 1.2. Ο κώδικας C δε ϑα διορθώσει το υπόδειγµα λάθους
u = 1010. Αυτό το υπόδειγµα λάθους εµφανίζεται στις γραµµές των w = 0000,
1010 και 1101. Στη µόνη περίπτωση που η ΗΑΜΠ σωστά συµπεραίνει ποια λέξη
v έχει σταλεί, είναι στη w = 1101. Σηµειώστε ότι το υπόδειγµα λάθους u = 1010
λαµβάνει έναν αστερίσκο µόνο στη στήλη για v = 0111 και σε καµιά άλλη από τις
δύο στήλες. Ο C δε διορθώνει τα υποδείγµατα λάθους 0000, 0100 και 0001.
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Παράδειγµα 1.12.4 ΄Εστω C = {001, 101, 110}. ∆ιορθώνει ο C το υπόδειγµα
λάθους u = 100; Κατασκευάζουµε µόνο τρεις γραµµές του ΗΑΜΠ πίνακα, όπου
το 100 εµφανίζεται. Εφόσον u = v + w και γνωρίζοντας τα u και v, µπορούµε να
ϐρούµε τις ληφθείσες λέξεις από το w = u + v. Παρατηρείστε ότι το u = 100 δεν
έχει αστερίσκο σε κάθε στήλη του ακόλουθου πίνακα, έτσι ο C δε διορθώνει το
100.

Ληφθείσα Υπόδειγµα Λάθους Αποκωδικοποίηση
w 001 + w 101 + w 110 + w v

101 100 000∗ 011 101
001 000∗ 100 011 001
010 011 111 100∗ 110

Ασκήσεις

1.12.5 ΄Εστω C = {001, 101, 110}. Ο C διορθώνει το υπόδειγµα λάθους u =
100; Το u = 000;

1.12.6 Αποδείξτε ότι το ίδιο υπόδειγµα λάθους δεν µπορεί να εµφανιστεί σε
δοθείσα γραµµή ενός ΗΑΜΠ πίνακα.

1.12.7 Αποδείξτε ότι το υπόδειγµα λάθους 000, πάντα διορθώνεται.

1.12.8 Ποιό υπόδειγµα λάθους ο C = Kn ϑα διορθώσει ;

Η απόσταση ενός κώδικα, µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την κατασκευή ενός
τεστ διόρθωσης λαθών, το οποίο αποφεύγει τουλάχιστον κάποιο παραπάνω κόπο
που συνεπάγεται ο έλεγχος του ΑΜΠ πίνακα. Το επόµενο ϑεώρηµα µας δίνει αυτό
το τεστ. Ας ϑυµηθούµε ότι το σύµβολο bxc, παριστάνει το µεγαλύτερο ακέραιο,
µικρότερο ή ίσο του πραγµατικού αριθµού x. Για παράδειγµα, b5/2c = 2, b3c = 3
και b1/2c = 0.

Θεώρηµα 1.12.9 ΄Ενας κώδικας µε απόσταση d ϑα διορθώνει όλα τα υποδείγµατα
λάθους µε ϐάρος µικρότερο ή ίσο µε b(d− 1)/2c. Επίσης υπάρχει τουλάχιστον ένα
υπόδειγµα λάθους µε ϐάρος 1 + b(d− 1)/2c που ο C δε ϑα διορθώσει.

Απόδειξη: ΄Εστω u ένα υπόδειγµα λάθους µε ϐάρος wt(u) ≤ (d − 1)/2. ΄Εστω v
και w δύο κωδικολέξεις του C, µε w 6= v. Θέλουµε να αποδείξουµε ότι d(v, v+u) <
d(w, v + u).

d(w, v + u) + d(v, u + v) ≥ d(w, v)
≥ d

d(w, v + u) + wt(u) ≥ 2wt(u) + 1
d(w, v + u) ≥ wt(u) + 1

≥ d(v, v + u) + 1

αφού wt(u) = d(v, v + u) και 2wt(u) + 1 ≤ d.
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Ο C διορθώνει το u. ΄Εστω τώρα v και w δύο κωδικολέξεις µε d(v, w) = d.
Σχηµατίζουµε το υπόδειγµα λάθους u αλλάζοντας d− 1− b(d− 1)/2c από τους d
άσους του v + w σε µηδέν. ΄Αρα

d(v, v + u) = wt(u) = 1 + b(d− 1)/2c και
d(w, v + u) = wt(w + v + u) = d(v + w, u)

= d− (1 + b(d− 1)/2c).

Αν d είναι περιττό, έστω d = 2t + 1, τότε :

d(v, v + u) = wt(u) = 1 + (2t)/2 = 1 + t και
d(w, v + u) = 2t + 1− (1 + t) = t,

άρα d(v, v + u) > d(w, v + u). Αν d είναι άρτιο, έστω d = 2t, τότε :

d(v, v + u) = 1 + bt− 1/2c = t και
d(w, v + u) = 2t− t = t.

Σε κάθε περίπτωση, d(v, v + u) > d(w, v + u), οπότε το v + u δεν είναι πιο κοντά
στη v παρά στη w. ΄Ετσι ο C δε διορθώνει το υπόδειγµα λάθους u.

Σύµφωνα µε το παραπάνω ϑεώρηµα, είναι ϕανερό ότι ένας κώδικας µε από-
σταση d είναι b(d− 1)/2c κώδικας διόρθωσης λάθους.

Παράδειγµα 1.12.10 Ο κώδικας C = {000, 111} έχει απόσταση d = 3. Επειδή
b(d − 1)/2c = 1, το ϑεώρηµα 1.12.9 µας εξασφαλίζει ότι ο C διορθώνει όλα
τα υποδείγµατα λάθους µε ϐάρος 0 ή 1. ΄Οπως παρατηρήσαµε στο παράδειγµα
1.12.1, ο C διορθώνει τα υποδείγµατα λάθους 000, 100, 010 και 001. Το υπόδειγµα
λάθους 110 έχει ϐάρος 1 + b(d− 1)/2c = 2 και είδαµε ότι ο C δεν το διορθώνει.

Το ϑεώρηµα 1.12.9 δεν περιορίζει έναν κώδικα C µε απόσταση d να µην µπορεί
να διορθώσει υπόδειγµα λάθους µε ϐάρος µεγαλύτερο του b(d− 1)/2c.
Παράδειγµα 1.12.11 ΄Εστω C = {001, 101}. Τότε d = 1. Το υπόδειγµα λάθους
u = 011, έχει ϐάρος 2, το οποίο είναι µεγαλύτερο του 1 + b(d − 1)/2c = 1, όπως
δείχνει το παρακάτω µέρος του ΑΜΠ πίνακα και έτσι, ο C διορθώνει το u = 011.

w 001 + w 101 + w v
010 011∗ 111 001
110 111 011∗ 101

Ασκήσεις

1.12.12 Για καθέναν από τους παρακάτω κώδικες C:
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(i) Προσδιορίστε τα υποδείγµατα λάθους που ο C ϑα διορθώσει (οι
ΗΑΜΠ πίνακες για αυτούς τους κώδικες, έχουν κατασκευαστεί στην
άσκηση 1.9.7).

(ii) Βρείτε τα υποδείγµατα λάθους που το ϑεώρηµα 1.12.9 µας εξασφα-
λίζει ότι ο C ϑα διορθώσει.

(α΄). C = {101, 111, 011}
(ϐ΄). C = {000, 001, 010, 011}
(γ΄). C = {0000, 0001, 1110}
(δ΄). C = {0000, 1001, 0110, 1111}
(ε΄). C = {00000, 11111}
(ϛ΄). C = {00000, 11100, 00111, 11011}
(Ϲ΄). C = {00000, 11110, 01111, 10001}
(η΄). C = {000000, 101010, 010101, 111111}

1.12.13 Χρησιµοποιώντας την τεχνική του Παραδείγµατος 1.12.6, αποφασίστε
ποια από τα παρακάτω υποδείγµατα λάθους, διορθώνονται από τον κώ-
δικα που τα συνοδεύει.

(α΄). C = {000000, 100101, 010110, 001111, 110011, 101010, 011001, 111100}
(i) u = 001000

(ii) u = 000010

(iii) u = 100100

(ϐ΄). C = {1001011, 0110101, 1110010, 1111111}
(i) u = 0100000

(ii) u = 0101000

(iii) u = 1100000

1.12.14 Για κάθε κώδικα στην άσκηση 1.12.12, ϐρείτε ένα υπόδειγµα λάθους,
ϐάρους b(d− 1)/2c+ 1, που ο C δε διορθώνει.

1.12.15 ΄Εστω C ο κώδικας που αποτελείται από όλες τις λέξεις µήκους 4 µε
άρτιο ϐάρος. Ορίστε τα υποδείγµατα λάθους που ο C ϑα διορθώσει.

1.12.16 ΄Εστω u1 και u2 υποδείγµατα λάθους µήκους n και υποθέστε ότι τα u1

και u2 συµφωνούν τουλάχιστον στις ϑέσεις που εµφανίζεται κάποιος άσος
στο u1. ∆είξτε ότι, αν ένας κώδικας C διορθώνει το u2, τότε ϑα διορθώνει
και το u1.
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΄Οπως έχουµε παρατηρήσει, τα υποδείγµατα λάθους µικρού ϐάρους, είναι
πιο πιθανό να συµβούν, παρά εκείνα µε µεγάλο ϐάρος (ϑεώρηµα 1.6.3). Οπότε,
σχεδιάζοντας κάποιο κώδικα, ϑα πρέπει να συγκεντρώσουµε την προσοχή µας να
έχει την ικανότητα να διορθώσει, ή τουλάχιστον να ανιχνεύσει υποδείγµατα λάθους
µε µικρό ϐάρος.
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Κεφάλαιο 2

Γραµµικοί κώδικες

2.1 Γραµµικοί κώδικες

Σ’ αυτήν την ενότητα ϑα εισάγουµε µία ευρεία κλάση κωδίκων. Πράγµατι,
σχεδόν όλοι οι κώδικες που ϑα ϑεωρήσουµε ανήκουν σ’ αυτήν την κλάση. Θα
χρησιµοποιήσουµε κάποια ισχυρά µαθηµατικά εργαλεία, τα οποία ϑα µας δώσουν
τη δυνατότητα να λύσουµε κάποια από τα προηγούµενα προβλήµατα της ϑεωρίας
κωδίκων, όταν αυτά τα εργαλεία εφαρµοστούν σε κώδικες αυτής εδώ της κλάσης.

΄Ενας κώδικας C ονοµάζεται γραµικός κώδικας αν v + w είναι µία λέξη του C,
όταν v και w ανήκουν στον C. ∆ηλαδή, ένας γραµµικός κώδικας, είναι ένας κώδι-
κας ο οποίος είναι κλειστός ως προς την πρόσθεση των λέξεων. Για παράδειγµα ο
C = {000, 111} είναι ένας γραµµικός κώδικας, επειδή όλα τα αθροίσµατα

000 + 000 = 000 111 + 000 = 111

000 + 111 = 000 111 + 111 = 000

ανήκουν στον C. ΄Οµως ο C1 = {000, 001, 101} δεν είναι γραµµικός κώδικας, διότι
οι 001 και 101 είναι στο C1 αλλά όχι η 001 + 101.

΄Ενας γραµµικός κώδικας πρέπει να περιέχει τη µηδενική λέξη. ∆ιότι αν ο C
είναι πράγµατι γραµµικός, τότε το άθροισµα v + v = 0 πρέπει να ανήκει στον C
από την κλειστότητα ως προς την άθροιση. Εντούτοις όπως ϕαίνεται και από τον
C1, η µηδενική λέξη µέσα σε ένα κώδικα δε µας εξασφαλίζει ότι ο κώδικας είναι
γραµµικός.

Ασκήσεις

2.1.1 Προσδιορίστε ποιοι από τους παρακάτω κώδικες είναι γραµµικοί.

(α΄). C = {101, 111, 011}
(ϐ΄). C = {000, 001, 010, 011}
(γ΄). C = {0000, 0001, 1110}

33
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(δ΄). C = {0000, 1001, 0110, 1111}
(ε΄). C = {00000, 11111}
(ϛ΄). C = {00000, 11100, 00111, 11011}
(Ϲ΄). C = {00000, 11110, 01111, 10001}
(η΄). C = {000000, 101010, 010101, 111111}

΄Ενα πλεονέκτηµα ενός γραµµικού κώδικα ως προς ένα µη γραµµικό κώδικα,
είναι ότι η απόσταση ϐρίσκεται ευκολότερα. Η απόσταση ενός γραµµικού κώδικα
είναι ίση µε το ελάχιστο ϐάρος µιας µη µηδενικής κωδικολέξης. Η άσκηση 2.1.4
παρακάτω µας Ϲητάει να το αποδείξουµε.

Ασκήσεις

2.1.2 ∆είξτε ότι ο C = {0000, 1100, 0011, 1111} είναι γραµµικός κώδικας και
ότι έχει απόσταση d = 2.

2.1.3 Βρείτε την απόσταση κάθε γραµµικού κώδικα στην άσκηση 2.1.1. Ε-
λέξτε τις απαντήσεις µε την άσκηση 1.11.12.

2.1.4 ∆είξτε ότι η απόσταση ενός γραµµικού κώδικα είναι το ϐάρος της µηδε-
νικής κωδικολέξης µε το ελάχιστο ϐάρος.

΄Οπως ϑα δούµε στις επόµενες ενότητες, οι γραµµικοί κώδικες είναι µάλλον
αρκετά δοµηµένοι και έχουν πολλά πλεονεκτήµατα σε σχέση µε τους τυχαίους
κώδικες που µέχρι τώρα έχουµε συζητήσει. Τα παρακάτω είναι κάποια προβλή-
µατα, δύκολα να αντιµετωπιστούν γενικά, αλλά σχετικά εύκολα για γραµµικούς
κώδικες :

1) Για γραµµικούς κώδικες υπάρχει ένας αλγόριθµος για την ΑΜΠ, ο οποίος
είναι απλούστερος και γρηγορότερος να χρησιµοποιήσουµε, απ’ ότι εκεί-
νο που περιγράψαµε (πριν ακόµα κάποιοι ειδικοί γραµµικοί κώδικες µε
απλούστερη δοµή έχουν πολύ απλούς αλγόριθµους αποκωδικοποήσης).

2) Η κωδικοποίηση ενός γραµµικού κώδικα είναι ταχύτερη και απαιτεί λιγότε-
ϱο αποθηκευτικό χώρο απ’ ότι ένας τυχαίος µη γραµµικός κώδικας.

3) Οι πιθανότητες θp(C, v) είναι εύκολες να υπολογιστούν για ένα γραµµικό
κώδικα.

4) Είναι εύκολο να περιγράψουµε το σύνολο των υποδειγµάτων λάθους που
ένας γραµµικός κώδικας ϑα ανιχνεύσει.

5) Είναι πολύ πιο εύκολο να περιγράψουµε τα υποδείγµατα λάθους που ένας
γραµµικός κώδικας ϑα διορθώσει, παρά σε έναν τυχαίο µη γραµµικό κώδι-
κα.
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Τα πιο σηµαντικά εργαλεία και τεχνικές για την µελέτη των γραµµικών κω-
δικών έρχονται από τη γραµµική άλγεβρα. Σ’ αυτήν αλλά και σε αρκετές από
τις επόµενες ενότητες ϑα δούµε περιληπτικά κάποιες ϐασικές προτάσεις από τη
γραµµική άλγεβρα και ϑα προσπαθήσουµε να δούµε τη σχέση τους µε τη ϑεωρία
κωδίκων. Οι περισσότερες από τις αποδείξεις που δεν εξαρτώνται από τα γινόµενα
στοιχείων του Kn µε αριθµούς είναι ακριβώς επανάληψη των αποείξεων στο Rn

και γι’ αυτό παραλείπονται.
Ας επαναλάβουµε εδώ ότι έχουµε ορίσει ένα διανυσµατικό χώρο (υπέρ του K),

που αποτελείται από αριθµούς (τα ψηφία 0 και 1 του K) και ένα σύνολο από
διανύσµατα ή λέξεις, το Kn και µαζί µε τη διανυσµατική πρόσθεση και τον πολ-
λαπλασιασµό διανύσµατος µε αριθµό, ο οποίος ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες που
περιγράψαµε στην ενότητα 1.7. ΄Ενα µη κενό υποσύνολο U ενός διανυσµατικού
χώρου V, λέγεται υπόχωρος του V, αν ο U είναι κλειστός ως προς τη διανυσµατική
πρόσθεση και το ϐαθµωτό πολλαπλασιασµό· δηλαδή, αν v και w είναι στοιχεία
του U, τότε τα v + w και av ανήκουν στο U για οποιοδήποτε αριθµό a. Ιδιαίτερα
επειδή οι µόνοι αριθµοί στο K είναι το 0 και το 1, ο U είναι υπόχωρος του Kn

αν και µόνο αν ο U είναι κλειστός ως προς την πρόσθεση. ΄Ετσι ο C είναι γραµ-
µικός κώδικας αν και µόνο αν ο C είναι ένας υπόχωρος του Kn. Στις επόµενες
ενότητες ϑα χρησιµοποιήσουµε τις γνώσεις µας ώστε να ϐελτιώσουµε δραµατικά
τις µεθόδους της κωδικοποίησης και της αποκωδικοποίησης.

2.2 ∆ύο σηµαντικοί υπόχωροι

Θα ϑεωρήσουµε δύο υπόχωρους του διανυσµατικού χώρου Kn οι οποίοι ϑα
µας δώσουν δύο ενδιαφέροντα παραδείγµατα γραµµικών κωδίκων και ϑα είναι
Ϲωτικοί σε µελλοντικές µελέτες. Οι ορισµοί και τα αποτελέσµατα ϑα δοθούν για
ένα τυχαίο διανυσµατικό χώρο και µετά για τον Kn.

΄Ενα διάνυσµα w είναι ένας γραµµικός συνδυασµός διανυσµάτων v1, v2, ..., vk

αν υπάρχουν αριθµοί a1, a2, ..., ak έτσι ώστε

w = a1v1 + a2v2 + ... + akvk.

Το σύνολο όλων των γραµµικών συνδυασµών των διανυσµάτων σε ένα δοσµένο σύ-
νολο S = {v1, v2, ..., vk} ονοµάζεται γραµµικό ανάπτυγµα του S και συµβολίζεται
µε < S > . Αν το S είναι κενό, τότε ορίζουµε < S >= {0}.

Στη γραµµική άλγεβρα αποδεικνύεται ότι για κάθε υποσύνολο S ενός διανυ-
σµατικού χώρου V, το γραµµικό ανάπτυγµα < S > είναι ένας υπόχωρος του V,
που ονοµάζει τον υπόχωρο αναπτυγµένο ή γεννηµένο από το S. Για το γραµµικό
χώρο Kn, έχουµε απλή περιγραφή του < S >, η οποία αποτελεί το παρακάτω
ϑεώρηµα. Επειδή το < S > είναι ένας υπόχωρος του Kn ϑα καλούµε το < S >
ως το γραµµικό κώδικα που γεννιέται από το S.

Θεώρηµα 2.2.1 Για κάθε υποσύνολο S του Kn, ο κώδικας C =< S > που γεν-
νιέται από το S αποτελείται ακριβώς από τις παρακάτω λέξεις : τη µηδενική λέξη,
όλες τις λέξεις στο S και όλα τα αθροίσµατα δύο ή περισσοτέρων λέξεων στο S.
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Παράδειγµα 2.2.2 ΄Εστω S = {0100, 0011, 1100}. Τότε ο κώδικας C =< S >
που γεννιέται από το S αποτελείται από τις

0000, 0100, 0100 + 0011 = 0111, 0100 + 0011 + 1100 = 1011,
1100, 0011, 0100 + 1100 = 1000, 0011 + 1100 = 1111·

δηλαδή C =< S >= {0000, 0100, 0011, 1100, 0111, 1000, 1011, 1111}.

Ασκήσεις

2.2.3 Για κάθε ένα από τα παρακάτω σύνολα S, γράψτε όλα τα στοιχεία του
γραµµικού κώδικα < S > .

(α΄). C = {010, 011, 111}

(ϐ΄). C = {1010, 0101, 1111}

(γ΄). C = {0101, 1010, 1100}

(δ΄). C = {1000, 0100, 0010, 0001}

(ε΄). C = {11000, 01111, 11110, 01010}

(ϛ΄). C = {10101, 01010, 11111, 00011, 10110}

Αν v = {a1, a2, ..., an} και w = {b1, b2, ..., bn} είναι διανύσµατα του Kn,
ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο v · w των v και w ως

v · w = a1b1 + a2b2 + ... + anbn.

Σηµειώστε ότι v · w είναι ένας αριθµός. Για παράδειγµα, στο K5,

11001 · 01101 = 1 · 0 + 1 · 1 + 0 · 1 + 0 · 0 + 1 · 1
= 0 + 1 + 0 + 0 + 1
= 0.

Ασκήσεις

2.2.4 Κατασκευάστε παραδείγµατα στο K5 για κάθε έναν από τους παρακάτω
κανόνες

(α΄). u · (v + w) = u · v + u · w

(ϐ΄). a(v · w) = (av) · w = v · (aw).

2.2.5 Αποδείξτε ότι οι δύο κανόνες της άσκησης 2.2.4 ισχύουν στον Kn.
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∆ύο διανύσµατα v και w είναι ορθογώνια αν v · w = 0. Το παραπάνω παρά-
δειγµα δείχνει ότι τα v = 11001 και w = 01101 είναι ορθογώνια στο K5. Για ένα
δοσµένο σύνολο S από διανύσµατα του Kn, ϑα λέµε ότι το διάνυσµα v είναι ορθο-
γώνιο στο σύνολο S αν v ·w = 0 για όλα τα w στο S· δηλαδή το v είναι ορθογώνιο
σε κάθε διάνυσµα του S. Το σύνολο όλων των διανυσµάτων που είναι ορθογώνια
στο S συµβολίζεται µε S⊥ και ονοµάζεται ορθογώνιο συµπλήρωµα του S.

Στη Γραµµική ΄Αλγεβρα αποδεικνύεται ότι για κάθε υποσύνολο του S ενός
διανυσµατικού χώρου V, το ορθογώνιο συµπλήρωµα S⊥ είναι ένας υπόχωρος του
V. Για το διανυσµατικό χώρο Kn, αν C =< S >, τότε ϑα γράφουµε C⊥ = S⊥ και
ϑα ονοµάζουµε το C⊥ δυϊκό κώδικα του C.

Παράδειγµα 2.2.6 Για S = {0100, 0101}, υπολογίζουµε το δυϊκό κώδικα C⊥ =
S⊥. Πρέπει να ϐρούµε όλες τις λέξεις v = (x, y, z, w) στο K4 έτσι ώστε και οι δύο
εξισώσεις

v · 0100 = 0
v · 0101 = 0

να ικανοποιούνται. Υπολογίζοντας το εσωτερικό γινόµενο έχουµε

y = 0 και y + w = 0.

Οπότε y = w = 0 αλλά τα x και z µπορεί να είναι 0 ή 1. Γράφοντας όλες τις
επιλογές για τη v, παίρνουµε

C⊥ = S⊥ = {0000, 0010, 1000, 1010}.

Ασκήσεις

2.2.7 Βρείτε το δυϊκό κώδικα C⊥ για κάθε έναν από τους κώδικες C =< S >
της άσκησης 2.2.3.

2.2.8 Βρείτε ένα παράδειγµα µιας µη µηδενικής λέξης v τέτοιας ώστε v ·v = 0.
Τι µπορείτε να πείτε για το ϐάρος µιας τέτοιας λέξης ;

2.2.9 Για κάθε υποσύνολο S ενός διανυσµατικού χώρου V, ισχύει (S⊥)⊥ =<
S > . Χρησιµοποιήστε το παράδειγµα 2.2.6 για να κατασκευάσετε ένα
παράδειγµα της παραπάνω πρότασης.

2.2.10 ∆είξτε ότι < S >⊆ (S⊥)⊥. (Οπότε (S⊥)⊥ =< S >· για ένα γραµµικό
κώδικα C, αυτό σηµαίνει (C⊥)⊥ = C).

2.3 Ανεξαρτησία, Βάση, ∆ιάσταση

Θα επαναλάβουµε περιληπτικά κάποιες σπουδαίες έννοιες από τη Γραµµική
΄Αλγεβρα και ϑα δείξουµε πως ϑα τις εφαρµόσουµε σε γραµµικούς κώδικες. Ο
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κύριος σκοπός είναι να ϐρούµε έναν αποτελεσµατικό τρόπο να περιγράψουµε ένα
γραµµικό κώδικα χωρίς να πρέπει να γράψουµε όλες τις κωδικολέξεις του.

΄Ενα σύνολο S = {v1, v2, ..., vk} από διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένο
αν υπάρχουν αριθµοί a1, a2, ..., ak όχι όλοι µηδέν έτσι ώστε

a1v1 + a2v2 + ... + akvk = 0.

Αλλιώς το σύνολο S είναι γραµµικά ανεξάρτητο.
Ο έλεγχος λοιπόν για γραµµική ανεξαρτησία είναι να σχηµατίσουµε την πα-

ϱαπάνω διανυσµατική εξίσωση χρησιµοποιώντας τυχαίους αριθµούς. Αν αυτή η
εξίσωση εξαναγκάσει όλα τα νούµερα a1, a2, ..., ak να είναι 0, τότε το S είναι γραµ-
µικά ανεξάρτητο. Αν τουλάχιστον ένα a1 µπορεί να επιλεγεί να είναι µη µηδενικό
τότε το S είναι γραµµικά εξαρτηµένο.

Παράδειγµα 2.3.1 Ελέγχουµε το S = {1001, 1101, 1011} για γραµµική ανεξαρ-
τησία. ΄Εστω a, b και c είναι αριθµοί (ψηφία) έτσι ώστε

a(1001) + b(1101) + c(1011) = 0000.

Εξισώνοντας τις δύο πλευρές παίρνουµε τις εξισώσεις

a + b + c = 0, b = 0, c = 0, a + b + c = 0.

Αυτές οι εξισώσεις εξαναγκάζουν a = b = c = 0. Οπότε το S είναι ένα γραµµικά
ανεξάρτητο σύνολο λέξεων στο K4.

Παράδειγµα 2.3.2 Ελέγχουµε το S = {110, 011, 101, 111} για γραµµική ανε-
ξαρτησία. Θεωρούµε

a(110) + b(011) + c(101) + d(111) = 000.

Αυτό παράγει το σύστηµα εξισώσεων

a + c + d = 0
a + b + d = 0
b + c + d = 0.

Προσθέτοντας τις τρεις εξισώσεις παίρνουµε d = 0. Τώρα έχουµε a + c = 0,
a + b = 0, b + c = 0. ΄Ετσι µπορούµε να επιλέξουµε a = b = c = 1. Οπότε το S
είναι ένα γραµµικά εξαρτηµένο σύνολο.

Στη Γραµµική ΄Αλγεβρα αποδεικνύεται ότι κάθε σύνολο από διανύσµατα S 6=
{0} περιέχει ένα µέγιστο γραµµικά ανεξάρτητο υποσύνολο. Το παρακάτω παρά-
δειγµα δείχνει πως ένα τέτοιο υποσύνολο µπορεί να ϐρεθεί.

Παράδειγµα 2.3.3 ΄Εστω S = {110, 011, 101, 111}. Το τελευταίο παράδειγµα
δείχνει ότι το S είναι γραµµικά εξαρτηµένο. Πράγµατι, ϐρίσκουµε ότι

1(110) + 1(011) + 1(101) + 1(111) = 000,
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οπότε µπορούµε να λύσουµε ως προς 101 ως γραµµικός συνδυασµός των άλλων
λέξεων στο S:

101 = 1(110) + 1(011) + 0(111).

Στο εξαρτηµένο σύνολο S, αν πάρουµε τις λέξεις µε τη σειρά που δίνονται, καταλή-
γουµε στην 101 να είναι η πρώτη εξαρτηµένη λέξη, δηλαδή, είναι ένας γραµµικός
συνδυασµός των δύο προηγούµενων λέξεων 110 και 011 του S. Αφαιρώντας αυτήν
τη λέξη ϕτάνουµε στο νέο σύνολο S′ = {110, 011, 111}. Τώρα µπορούµε να ελέγ-
ξουµε το S′ για γραµµική ανεξαρτησία. Αν το S′ είναι γραµµικά εξαρτηµένο, τότε
αφαιρούµε την πρώτη λέξη που είναι γραµµικός συνδυασµός των προηγούµενων,
έτσι ϕτιάχνουµε ένα νέο σύνολο S′′. Αυτή η διαδικασία µπορεί να επαναληθφεί
έως ότου ϐρούµε ένα νέο σύνολο το οποίο είναι γραµµικά ανεξάρτητο· τέτοιο σύ-
νολο είναι πάντοτε το µεγαλύτερο γραµµικά ανεξάρτητο υποσύνολο του δοθέντος
συνόλου S. Στο παρόν παράδειγµα αυτό το σύνολο είναι το S′.

Ασκήσεις

2.3.4 Ελέγξτε κάθε ένα από τα παρακάτω σύνολα για γραµµική ανεξαρτησία.
Αν το σύνολο είναι γραµµικά εξαρτηµένο, ξεχωρίστε από το S ένα µέγιστο
γραµµικά ανεξάρτητο υποσύνολο.

(α΄). S = {1101, 1110, 1011}

(ϐ΄). C = {101, 011, 110, 010}

(γ΄). S = {1101, 0111, 1100, 0011}

(δ΄). C = {1000, 0100, 0010, 0001}

(ε΄). S = {1000, 1100, 1110, 1111}

(ϛ΄). S = {1100, 1010, 1001, 0101}

(Ϲ΄). C = {0110, 1010, 1100, 0011, 1111}

(η΄). S = {111000, 000111, 101010, 010101}

(ϑ΄). S = {00000000, 10101010, 01010101, 11111111}

Στην άσκηση 2.3.4 (9.) το S ϑα ϐρεθεί να είναι ένα γραµµικό εξαρτηµένο
σύνολο. Παρατηρείστε ότι το S περιέχει τη µηδενική λέξη. Είναι πάντοτε αλήθεια
ότι κάθε σύνολο διανυσµάτων που περιέχει το µηδενικό διάνυσµα είναι γραµµικά
εξαρτηµένο.

΄Ενα µη κενό υποσύνολο B διανυσµάτων ενός γραµµικού χώρου V είναι µία
ϐάση του V αν ισχύουν τα δύο παρακάτω:

1) Το B παράγει το V (δηλαδή < B >= V ) και

2) Το B είναι ένα γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο.
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Σηµειώστε ότι ένα οποιοδήποτε γραµµικά ανεξάρτητο σύνολο B είναι αυτόµατα
µία ϐάση για το < B > . Ακόµα επειδή κάθε γραµµικά εξαρτηµένο σύνολο S δια-
νυσµάτων περιέχει µία µη µηδενική λέξη, ϑα περιέχει και ένα µέγιστο γραµµικά
ανεξάρτητο υποσύνολο B, οπότε µπορούµε να ξεχωρίσουµε από το S µία ϐάση B
για το < S > . Εάν S = {0} τότε λέµε ότι η ϐάση του S είναι το κενό σύνολο, ∅.
Παράδειγµα 2.3.5 ΄Εστω S = {1001, 1101, 1011}. Στο παράδειγµα 2.3.1 ϐρήκα-
µε ότι το S είναι γραµµικά ανεξάρτητο. Οπότε το S είναι µία ϐάση για τον κώδικα
C =< S >= {0000, 1001, 1101, 1011, 0100, 0010, 0110, 1111} ο οποίος είναι ένας
υπόχωρος του K4.

Παράδειγµα 2.3.6 ΄Εστω S = {110, 011, 101, 111}. Στο παράδειγµα 2.3.2 ϐρή-
καµε ότι το S είναι γραµµικά εξαρτηµένο. Αλλά στο παράδειγµα 2.3.3 ξεχωρίσαµε
ένα µέγιστο γραµµικά ανεξάρτητο υποσύνολο B = S′ = {110, 011, 111} του S.
Οπότε το B είναι µία ϐάση για τον κώδικα C =< S > .

Αυτά τα παραδείγµατα µας δείχνουν πως ϑα παράγουµε µια ϐάση για τον
κώδικα C =< S > που γεννιέται από ένα µη κενό υποσύνολο S του Kn. Για
να ϐρούµε µία ϐάση του δυϊκού κώδικα C⊥, ξεχωρίζουµε ένα µέγιστο γραµµικά
ανεξάρτητο υποσύνολο του C⊥ ακολουθώντας τη διαδικασία του παραδείγµατος
2.3.3.

Ασκήσεις

2.3.7 Για κάθε ένα υποσύνολο της άσκησης 2.3.3 ϐρείτε µία ϐάση B για τον
κώδικα C =< S > και µια ϐάση B⊥ του δυϊκού κώδικα C⊥.

Το σύνολο B = {110, 011, 111} δεν είναι το µοναδικό µέγιστο γραµµικά α-
νεξάρτητο υποσύνολο του S = {110, 011, 101, 111} (δείτε παράδειγµα 2.3.6). Το
σύνολο B1 = {110, 101, 111} είναι επίσης ένα τέτοιο υποσύνολο του S. ΄Ετσι το B1

είναι επίσης µία ϐάση για τον κώδικα C =< S > .
Γενικά ένας γραµµικός χώρος συνήθως έχει πολλές ϐάσεις. ΄Οµως, όλες οι ϐά-

σεις για ένα διανυσµατικό χώρο περιέχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων. Το πλήθος των
στοιχείων µιας οποιασδήποτε ϐάσης ενός διανυσµατικού χώρου καλείται διάσταση
του χώρου.

Η διάσταση του Kn είναι n, διότι το σύνολο όλων των λέξεων µήκους n και
ϐάρους ένα, αποτελεί µία ϐάση του Kn. Αντίθετα, η ϐάση του υποχώρου {0} είναι
το ∅ έτσι έχει διάσταση 0.

Ασκήσεις

2.3.8 Βρείτε τις διαστάσεις για κάθε έναν από τους κώδικες C =< S > και του
δυϊκού του C⊥ στην άσκηση 2.2.3 (δείτε επίσης και την άσκηση 2.2.7).

Μία ϐάση µας δίνει έναν αποτελεσµατικό τρόπο να περιγράψουµε ένα γραµ-
µικό κώδικα. Για κάθε διανυσµατικό χώρο V, αν η {v1, v2, ..., vk} είναι µία ϐάση
για τον V, τότε κάθε διάνυσµα w στο V µπορεί να γραφτεί ως ένας µοναδικός
γραµµικός συνδυασµός των ϐασικών διανυσµάτων v1, v2, ..., vk· δηλαδή υπάρχουν
µοναδικοί αριθµοί {a1, a2, ..., ak} έτσι ώστε w = a1v1 + a2v2 + ... + akvk.
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Παράδειγµα 2.3.9 Θα γράψουµε τη w = 011 ως ένα µοναδικό γραµµικό συνδυ-
ασµό λέξεων της ϐάσης {110, 001, 100} του K3. Ζητάµε ψηφία a, b, c έτσι ώστε

a(110) + b(001) + c(100) = 011.

Αυτό παράγει τις αριθµητικές εξισώσεις

a + c = 0, a = 1, b = 1,

οι οποίες έχουν µοναδική λύση a = b = c = 1. Οπότε 011 = 1(110) + 1(001) +
1(100).

Ασκήσεις

2.3.10 Να γράψετε κάθε µία από τις παρακάτω λέξεις του K4 ως ένα µοναδικό
γραµµικό συνδυασµό των λέξεων της ϐάσης {1000, 1100, 1110, 1111} :

(α΄). 0011

(ϐ΄). 1010

(γ΄). 0111

(δ΄). 0001

(ε΄). 0000.

΄Αλλο σπουδαίο γεγονός για τους διανυσµατικούς χώρους είναι ότι κάθε γραµ-
µικά ανεξάρτητο υποσύνολο ενός διανυσµατικού χώρου περιέχεται σε µία ϐάση του
χώρου. Το επόµενο παράδειγµα αποδεικνύει πως πετυχαίνεται αυτό.

Παράδειγµα 2.3.11 Το σύνολο S = {110, 001} είναι ένα γραµµικά ανεξάρτητο
σύνολο του K3. Επεκτείνουµε το S σε µία ϐάση για το K3. Κατ’αρχάς προσαρτούµε
στο S µια οποιαδήποτε γνωστή ϐάση: 100, 010, 001 είναι µία ϐολική ϐάση του
K3 για να την προσαρτήσουµε. Τη λίστα των λέξεων που προκύπτει

110, 001, 100, 010, 001

τη συρικνώνουµε σε µία ϐάση του K3 µε ϐάση τη διαδικασία του παραδείγµατος
2.3.3, λύνοντας ως προς 100, 010 ή 001.

Ασκήσεις

2.3.12 (α΄). Βρείτε µία ϐάση του K4 που περιέχει το {1001, 1101}.
(ϐ΄). Επεκτείνετε το {101010, 010101} σε µία ϐάση του K6.

Τώρα ερχόµαστε σε δύο σηµαντικά ϑεωρήµατα που αφορούν τη διάσταση ε-
νός γραµµικού κώδικα. Αν ένας γραµµικός κώδικας C έχει διάσταση k και αν
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{v1, v2, ..., vk} είναι µία ϐάση για τον C, τότε µία λέξη w του C µπορεί να γραφτεί
ως

w = a1v1 + a2v2 + ... + akvk

για µία µοναδική επιλογή των ψηφίων a1, a2, ..., ak. Αφού a1 είναι 1 ή 0, υπάρχουν
2k επιλογές για τα a1, a2, ..., ak και άρα 2k λέξεις στο C.

Θεώρηµα 2.3.13 ΄Ενας γραµµικός κώδικας διάστασης k περιέχει ακριβώς 2k κω-
δικολέξεις.

Το παρακάτω ϑεώρηµα µπορεί να αποδειχτεί χρησιµοποιώντας στοιχειώδη α-
ποτελέσµατα από τη ϑεωρία των συστηµάτων των γραµµικών εξισώσεων.
Θεώρηµα 2.3.14 ΄Εστω C =< S > είναι ο γραµµικός κώδικας που γεννιέται από
ένα υποσύνολο S του Kn. Τότε ισχύει (διάσταση του C) + (διάσταση του C⊥) = n.

Ασκήσεις

2.3.15 Ελέγξτε τις απαντήσεις σας στην άσκηση 2.3.8 µε την εξίσωση του ϑεω-
ϱήµατος 2.3.14.

2.3.16 ΄Εστω S είναι ένα υποσύνολο του K7, έστω C =< S > και υποθέτουµε
ότι ο C⊥ έχει διάσταση 3.

(α΄). Βρείτε τη διάσταση του C =< S > .

(ϐ΄). Βρείτε το πλήθος των λέξεων του C.

2.3.17 ΄Εστω S είναι ένα υποσύνολο του K8 και υποθέτουµε ότι το {11110000,
00001111, 10000001} είναι µία ϐάση του C⊥. Βρείτε το πλήθος των λέξεων
του C =< S > .

2.3.18 Το ϑεώρηµα 2.3.14 ισχύει και στο Rn. Στο Rn κάθε διάνυσµα µπορεί να
γραφεί µοναδικά ως το άθροισµα ενός διανύσµατος του < S > και ενός
του S⊥ και το µηδενικό διάνυσµα είναι το µοναδικό διάνυσµα που είναι
κοινό και στον < S > και στον S⊥. (Για παράδειγµα, στο R3 παίρνουµε
ως < S > το xy επίπεδο και ως S⊥ τον άξονα z). Χρησιµοποιείστε το
S = {000, 101} στο K3 για να δείξετε ότι αυτό δεν ισχύει γενικά στο Kn.

Το τελευταίο αποτέλεσµα σ’ αυτήν την ενότητα ασχολείται µε το ερώτηµα πόσες
δοαφορετικές ϐάσεις έχει ένας γραµµικός κώδικας. Στο Rn ένας υπόχωρος µπορεί
να έχει άπειρες ϐάσεις, αλλά δε συµβαίνει το ίδιο στο Kn.

Θεώρηµα 2.3.19 ΄Ενας γραµµικός κώδικας µε διάσταση k έχει ακριβώς
1
k!

∏k−1
i=0 (2k − 2i) διαφορετικές ϐάσεις.

Παράδειγµα 2.3.20 Ο γραµµικός κώδικας K4 έχει διάσταση k = 4 και έτσι

1
4!

3∏

i=0

(24 − 2i) =
1
4!

(24 − 1)(24 − 2)(24 − 22)(24 − 23) = 840

διαφορετικές ϐάσεις. Κάθε γραµµικός κώδικας που περιέχεται στο Kn, για n ≥ 4,
ο οποίος έχει διάσταση 4 έχει επίσης 840 διαφορετικές ϐάσεις.



2.4. Π�ΙΝΑΚΕΣ 43

Ασκήσεις

2.3.21 ΄Εστω bn είναι το πλήθος των διαφορετικών ϐάσεων του Kn. Ελέγξτε τα
νούµερα στον παρακάτω πίνακα:

n 1 2 3 4 5 6
bn 1 3 28 840 83.328 27.998.208

2.3.22 Καταγράψτε όλες τις ϐάσεις του K2 και του K3.

2.3.23 Βρείτε το πλήθος των διαφορετικών ϐάσεων για κάθε ένα κώδικα C =
< S > όπου

(α΄). C = {010, 011, 111}

(ϐ΄). C = {1010, 0101, 1111}

(γ΄). C = {0101, 1010, 1100}

(δ΄). C = {1000, 0100, 0010, 0001}

(ε΄). C = {11000, 01111, 11110, 01010}

(ϛ΄). C = {10101, 01010, 11111, 00011, 10110}

2.4 Πίνακες

΄Ενας m×n πίνακας είναι ένα παραλληλόγραµµο µε αριθµούς που έχουν δια-
ταχθεί σε m γραµµές και n στήλες. Υποθέτουµε ότι ο αναγνώστης είναι γνώστης
της άλγεβρας των πινάκων επί των πραγµατικών αριθµών. Σ’ αυτήν την ενότη-
τα υπενθυµίζουµε τα αναγκαία εργαλεία της στοιχειώδους ϑεωρίας πινάκων που
χρειαζόµαστε για τη ϑεωρία κωδίκων.

Αν A είναι ένας m × n πίνακας και B ένας n × p πίνακας, τότε το γινόµενο
A ·B είναι ο m× p πίνακας, ο οποίος έχει στη ϑέση (i, j), (δηλαδή στη ϑέση στη
γραµµή i και στη στήλη j), το εσωτερικό γινόµενο της i γραµµής του A και της j
στήλης του B. Για παράδειγµα

[
1011
0101

]
·




101
011
101
100


 =

[
100
111

]
.

Σηµειώστε ότι το πλήθος των στηλών του πρώτου πίνακα πρέπει να είναι ίσο µε το
πλήθος των γραµµών του δεύτερου πίνακα έτσι ώστε το γινόµενο να ορίζεται.



44 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 2. ΓΡΑΜΜΙΚΟ�Ι Κ�Ω∆ΙΚΕΣ

Ασκήσεις

2.4.1 Βρείτε το γινόµενο κάθε Ϲευγαριού από τους παρακάτω πίνακες σε κάθε
περίπτωση που ορίζεται το γινόµενο.

A =




11011
00101
11011


 , B =




0101
1001
1100


 , C =




110110
011011
101011


 , D =




1111
0101
1010
1101


 .

Οι συνήθεις αλγεβρικοί κανόνες για πίνακες πάνω απόεπί των πραγµατικών
ισχύουν και για πίνακες επί του K. Ο m × n µηδενικός πίνακας είναι ο m × n
πίνακας µε κάθε ϑέση του ίση µε το 0. Ο n × n (τετραγωνικός) πίνακας I στον
οποίο η (i, j) ϑέση του είναι 1 αν i = j, αλλιώς είναι 0 είναι ο n × n ταυτοτικός
πίνακας. Για κάθε πίνακα A, ισχύουν AI = A και IA = A. Οι παρακάτω τρεις
ασκήσεις τονίζουν τρεις αλγεβρικούς νόµους που δεν ισχύουν για πίνακες υπέρ
του K.

Ασκήσεις

2.4.2 Βρείτε δύο 2× 2 πίνακες επί του K έτσι ώστε AB 6= BA.

2.4.3 Βρείτε 2× 2 πίνακες A και B επί του K και οι δύο διαφορετικοί από το
µηδενικό πίνακα, έτσι ώστε A ·B = 0.

2.4.4 Βρείτε 2×2 πίνακες A, B και C υπέρ του K τέτοιοι ώστε AB = AC και
B 6= C.

Υπάρχουν δύο τύποι στοιχειωδών πράξεων σε γραµµές που µπορούν να εφαρ-
µοστούν σε έναν πίνακα υπέρ του K. Αυτοί είναι :

(α΄). Εναλλαγή δύο γραµµών και

(ϐ΄). Αντικατάσταση µιας γραµµής µε το άθροισµα του εαυτού της και µιας ο-
ποιασδήποτε άλλης γραµµής.

∆ύο πίνακες λέγονται ισοδύναµοι ως προς τις γραµµές (ή γραµµικά ισοδύναµοι) αν
ο ένας προέρχεται από τον άλλο µε µια ακολουθία από στοιχειώδεις πράξεις σε
γραµµές.

Μία µονάδα σε έναν πίνακα M (υπέρ του K) ονοµάζεται οδηγός µονάδα αν
δεν υπάρχουν µονάδες από τα αριστερά στην ίδια γραµµή και µία στήλη του
M ονοµάζεται οδηγός στήλη αν περιέχει µία τουλάχιστον οδηγό µονάδα. Ο M
ϐρίσκεται σε κλιµακωτή µορφή γραµµών - row echelon form (ή γραµµοκλιµακωτή
µορφή σε συντοµία ΓΚΜ, από τα αρχικά των λέξεων) αν οι µηδενικές γραµµές του
M (αν ϐέβαια υπάρχουν τέτοιες) είναι όλες στο κάτω µέρος του M και κάθε οδηγός
µονάδα ϐρίσκεται στα δεξιά της οδηγού µονάδας της προηγούµενης γραµµής.
Αν επιπλέον κάθε οδηγός στήλη περιέχει ακριβώς µία µονάδα, τότε ο M είναι
σε ανηγµένη γραµµοκλιµακωτή µορφή (reduced row echelon form )σε συντοµία
ΑΓΚΜ από τα αρχικά των λέξεων.
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Κάθε πίνακας υπέρ του K µπορεί να έρθει σε ΓΚΜ ή σε ΑΓΚΜ µορφή µε µία
ακολουθία από στοιχειώδεις πράξεις σε γραµµές (γραµµοπράξεις). Με άλλα λόγια
ένας πίνακας είναι γραµµοϊσοδύναµος µε ένα πίνακα σε ΓΚΜ ή σε ΑΓΚΜ µορφή.
Για ένα δοθέντα πίνακα, ο ΑΓΚΜ είναι µοναδικός, αλλά µπορεί να έχει πολλούς
ισοδύναµους πίνακες σε ΓΚΜ.

Παράδειγµα 2.4.5 Βρίσκουµε τη ΑΓΚΜ µορφή για τον παρακάτω πίανκα M
χρησιµοποιώντας στοιχειώδεις γραµµοπράξεις.

M =




1011
1010
1101


 →




1011
0001
0110


 (προσθέτουµε τη γραµµή 1 στη 2 και στην 3)

→



1011
0110
0001


 (εναλλάσσουµε τη ϑέση των γραµµών 2 και 3)

→



1010
0110
0001


 (προσθέτουµε τη γραµµή 1 στη 2)

Ασκήσεις

2.4.6 Βρείτε τη ΑΓΚΜ µορφή για κάθε έναν από τους τέσσερις πίνακες της
άσκησης 2.4.1.

Ο ανάστροφος ενός m× n πίνακα A είναι ο n×m πίνακας AT ο οποίος έχει
ως i−στήλη τη i−γραµµή του A. Για παράδειγµα,

αν A =




1011
0000
0110


 , τότε AT =




100
001
101
100


 .

Θα χρειαστούµε δύο αποτελέσµατα σε ανάστροφους πίνακες, των A,B: (AT )T =
A και (AB)T = BT AT .

2.5 Βάσεις για τους C =< S > και C⊥

Θα δηµιουργήσουµε αλγόριθµους για την εύρεση ϐάσεων ενός γραµµικού
κώδικα και του δυϊκού του. Αυτές οι µέθοδοι ϑα ϕανούν πολύ χρήσιµες στη
µελέτη των γραµµικών κωδίκων.

΄Εστω S ένα µη κενό υποσύνολο του Kn. Οι δύο πρώτοι αλγόριθµοι µας δίνουν
µία ϐάση για τον C =< S >, το γραµµικό κώδικα που γεννιέται από το S.

Αλγόριθµος 2.5.1 Σχηµατίστε τον πίνακα A µε γραµές τις λέξεις του S. Χρησι-
µοποιήστε πράξεις γραµµών για να ϐρείτε µια ΓΚΜ του A. Τότε οι µη µηδενικές
γραµµές της ΓΚΜ σχηµατίζουν µία ϐάση του C =< S > .
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Ο αλγόριθµος δουλεύει επειδή οι γραµµές του A γεννούν το C και οι στοι-
χειώδεις πράξεις γραµµών απλά αλλάζουν τη ϑέση δύο λέξεων ή αντικαθιστούν
µία λέξη (γραµµή) µε µια άλλη του C δίνοντας ένα νέο σύνολο κωδικολέξεων το
οποίο ξαναγεννάει το C. Προφανώς οι µη µηδενικές γραµµές του πίνακα σε ΓΚΜ
µορφή είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

Παράδειγµα 2.5.2 Βρίσκουµε µία ϐάση για το γραµµικό κώδικα C =< S >
όπου S = {11101, 10110, 01011, 11010}

A =




11101
10110
01011
11010


 →




11101
01011
01011
00111


 →




11101
01011
00111
00000


 .

Ο τελευταίος πίνακας είναι µία ΓΚΜ του A. Από τον αλγόριθµο 2.5.1, το {11101,
01011, 00111} είναι µία ϐάση για το C =< S > . ΄Αλλη ΓΚΜ του A είναι




11101
01100
00111
00000


 ,

άρα το {11101, 01100, 00111} είναι επίσης µία ϐάση για το C =< S > . Ας
παρατηρήσουµε ότι ο αγόριθµος 2.5.1 δεν παράγει µία µοναδική ϐάση για το
< S >, ούτε οι λέξεις της ϐάσεως είναι κατ’ ανάγκη στοιχεία του δοσµένου συνόλου
S.

Ασκήσεις

2.5.3 Χρησιµοποιήστε τον αλγόριθµο 2.5.1 για να ϐρείτε µία ϐάση για το
C =< S > για κάθε ένα από τα παρακάτω σύνολα S.

(α΄). S = {010, 011, 111}
(ϐ΄). S = {1010, 0101, 1111}
(γ΄). S = {0101, 1010, 1100}
(δ΄). S = {1000, 0100, 0010, 0001}
(ε΄). S = {11000, 01111, 11110, 01010}
(ϛ΄). S = {10101, 01010, 11111, 00011, 10110}
(Ϲ΄). S = {0110, 1010, 1100, 0011, 1111}
(η΄). S = {111000, 000111, 101010, 010101}
(ϑ΄). S = {00000000, 10101010, 01010101, 11111111}
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Αλγόριθµος 2.5.4 Σχηµατίστε τον πίνακα A µε στήλες τις λέξεις του S. Χρησιµο-
ποιήστε στοιχειώδεις πράξεις γραµµών ώστε να ϕέρετε τον A σε ΓΚΜ και εντοπίστε
τις στήλες οδηγούς στην ΓΚΜ. Τότε οι αρχικές στήλες του A που αντιστοιχούν σε
αυτές τις στήλες οδηγούς αποτελούν µία ϐάση του C =< S > .

Αποδεικνύεται στη στοιχειώδη γραµµική άλγεβρα ότι ένα σύνολο από στήλες
γραµµικά ανεξάρτητο παραµένει γραµµικά ανεξάρτητο µετά την εφαρµογή στοι-
χειωδών πράξεων στις γραµµές του πίνακα. Είναι εύκολο να δούµε ότι οι στήλες
οδηγοί ενός πίνακα σε ΓΚΜ σχηµατίζουν ένα γραµικά ανεξάρτητο σύνολο.

Παράδειγµα 2.5.5 Χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο 2.5.4 για να ϐρούµε µία ϐά-
ση του C =< S > για το σύνολο S του παραδείγµατος 2.5.2.

A =




1101
1011
1100
0111
1010



→




1101
0110
0001
0111
0111



→




1101
0110
0001
0000
0000




, το οποίο είναι ΓΚΜ.

Επειδή οι στήλες 1, 2 και 4 της ΓΚΜ είναι στήλες οδηγοί, ο αλγόριθµος 2.5.4 µας
λέει ότι οι στήλες 1, 2 και 4 του A σχηµατίζουν µία ϐάση του C =< S > . Η ϐάση
είναι η {11101, 10110, 11010}. Ας σηµειώσουµε ότι ο αλγόριθµος 2.5.4 έχει την
ιδιότητα να παράγει µια ϐάση για τον C =< S >, που όλα τα στοιχεία του, είναι
λέξεις του δοθέντος συνόλου S.

Ασκήσεις

2.5.6 Χρησιµοποιείστε τον αλγόριθµο 2.5.4 για να ϐρείτε µια ϐάση για το
C =< S > για κάθε σύνολο S της άσκησης 2.5.3 και συγκρίνετε τις
απαντήσεις.

Τώρα ϑα δώσουµε έναν αλγόριθµο για να ϐρούµε µια ϐάση του δυϊκού κώδικα
C⊥. Πρόκειται για έναν πολύ χρήσιµο αλγόριθµο για όλη την επόµενη δουλειά
µας. Επίσης µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι αυτός ο αλγόριθµος µας δίνει µια
ϐάση και για τον C (επειδή εµπεριέχει τον αλγόριθµο 2.5.1).

Αλγόριθµος 2.5.7 Σχηµατίστε τον πίνακα A µε γραµµές τις λέξεις του S. Χρη-
σιµοπιείστε στοιχειώδεις πράξεις γραµµών για να ϑέσετε τον A σε ΑΓΚΜ. ΄Εστω
G ο k × n πίνακας που περιέχει όλες τις µη µηδενικές γραµές του ΑΓΚΜ. ΄Εστω
X ο k × (n − k) πίνακας που αποµένει από τον G όταν διαγράψουµε τις στήλες
οδηγούς του G. Σχηµατίστε έναν n× (n− k) πίνακα H όπως ακολουθεί :

(i) στις γραµµές του H που αντιστοιχούν στις στήλες οδηγούς του G, ϑέστε µε
τη σειρά τους, τις γραµµές του X·

(ii) στις υπόλοιπες n − k γραµµές του H, ϑέστε µε τη σειρά τους, τις γραµµές
του (n− k)× (n− k) ταυτοτικού πίνακα I.

Τότε οι στήλες του H αποτελούν µία ϐάση του C⊥.
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Ο αλγόριθµος δουλεύει διότι οι n−k στήλες του H είναι γραµµικά ανεξάρτητες,
dim C⊥ = n−dim C = n−k και κάνοντας µία (ταυτόχρονη) κατάλληλη µετάθεση
των γραµµών του G και των στηλών του H, GH = X + X = 0.

Η παρακάτω περιγραφή του αλγόριθµου 2.5.7 ίσως είναι καλύτερη πρακτικά.
Ο πίνακας G περιέχει k στήλες οδηγούς. Μεταθέστε τις στήλες του G έστι ώστε οι
στήλες αυτές να έρθουν πρώτες. Οι υπόλοιπες στήλες σχηµατίζουν τον πίνακα X.
Ονοµάστε αυτόν τον πίνακα G′. Οπότε ο αλγόριθµος 2.5.7 περιγράφεται ως :

A →
[

G
0

]
(ΑΓΚΜ)

Μεταθέστε τις στήλες του G και σχηµατίστε τον G′ = [Ik, X]. Σχηµατίστε τον
πίνακα H ′ όπως ακολουθεί :

H ′ =
[

X
In−k

]
.

Εφαρµόστε την αντίστροφη µετάθεση που εφαρµόστηκε στις στήλες του G, στις
γραµµές του H ′ για να σχηµατιστεί ο H.

Παράδειγµα 2.5.8 Θα χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο 2.5.7 για να ϐρούµε
µια ϐάση για το C⊥ για το σύνολο S του παραδείγµατος 2.5.2.

A =




11101
10110
01011
11010


 →




11101
01011
00111
00000


 →




11010
01011
00111
00000


 →




10001
01011
00111
00000


 ,

το οποίο είναι ΑΓΚΜ. Τώρα G =




100|01
010|11
001|11


 , k = 3 και X =




01
11
11


 . Οι στήλες

οδηγού του G είναι οι 1, 2 και 3, οπότε οι γραµµές του X τοποθετούνται στις
γραµµές 1, 2 και 3 αντίστοιχα, του 5 × (5 − 3) πίνακα H. Οι υπόλοιες γραµµές
του H γεµίζουν µε τον 2× 2 ταυτοτικό πίνακα. Οπότε

H =




01
11
11

−−−
10
01




.

Από τον αλγόριθµο 2.5.7 οι στήλες του H σχηµατίζουν µία ϐάση του C⊥. Σηµειώ-
στε ότι από τον αλγόριθµο 2.5.1, οι γραµµές του G σχηµατίζουν µία ϐάση για το
C =< S > .

Παράδειγµα 2.5.9 Υποθέτουµε ότι n = 10 και ότι έχουµε ένα σύνολο S από
λέξεις του K10. Υποθέτουµε ότι η ΑΓΚΜ του πίνακα A για τον αλγόριθµο 2.5.7
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έχει µη µηδενικές γραµµές

G =




1 0 1 0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1




.

Οι στήλες οδηγοί του G είναι οι στήλες 1, 4, 5, 7 και 9. Μεταθέτουµε τις στήλες του
G µε την εξής σειρά 1, 4, 5, 7, 9, 2, 3, 6, 8, 10 (ώστε οι στήλες οδηγοί να έρθουν
πρώτες) και σχηµατίζουµε τον πίνακα

G′ =




1 0 0 0 0 | 0 1 1 1 1
0 1 0 0 0 | 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 | 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 | 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 | 0 0 0 0 1




.

Στη συνέχεια σχηµατίζουµε τον πίνακα H ′ και τελικά επανατοποθετούµε τις γραµ-
µές του H στην κανονική τους σειρά για να σχηµατιστεί ο πίνακας H ′.

H ′ =
[

X
I

]
=




0 1 1 1 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1




1
4
5
7
9
2
3
6
8
10

, H =




0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1




1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

Λόγω του αλγορίθµου 2.5.7, οι στήλες του H σχηµατίζουν µία ϐάση του C⊥.

Ασκήσεις

2.5.10 Χρησιµοποιείστε τον αλγόριθµο 2.5.7 για να ϐρείτε µία ϐάση για το C⊥

για κάθε έναν από τους κώδικες C =< S > όπου

(α΄). S = {010, 011, 111}
(ϐ΄). S = {1010, 0101, 1111}
(γ΄). S = {0101, 1010, 1100}
(δ΄). S = {1000, 0100, 0010, 0001}
(ε΄). S = {11000, 01111, 11110, 01010}
(ϛ΄). S = {10101, 01010, 11111, 00011, 10110}
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(Ϲ΄). S = {0110, 1010, 1100, 0011, 1111}

(η΄). S = {111000, 000111, 101010, 010101}

(ϑ΄). S = {00000000, 10101010, 01010101, 11111111}

2.5.11 Με το συµβολισµό του αλγόριθµου 2.5.7, εξηγείστε γιατί περιµένουµε
να ισχύει GH = 0.

2.5.12 Για κάθε ένα από τα παρακάτω σύνολα S, χρησιµοποιείστε τον αλγόριθ-
µο 2.5.7 για να παραχθεί µία ϐάση B για τον κώδικα C =< S > και µία
ϐάση B⊥ για το δυϊκό κώδικα C⊥.

(α΄). S = {000000, 111000, 000111, 111111}

(ϐ΄). S = {1101000, 0110100, 0011010, 0001101, 1000110, 0100011, 1010001}

(γ΄). S = {1111000, 0111100, 0011110, 0001111, 1000111, 1100011, 1110001}

(δ΄). S = {101101110, 011011101, 110110010, 011011110, 111111101}

(ε΄). S = {100100100, 010010010, 111111111, 000000000}

(ϛ΄). S = {001101, 001000, 001111, 000101, 000001}

2.6 Γεννήτορες Πίνακες και Κωδικοποίηση

Εφαρµόζουµε το υλικό των τελευταίων παραγράφων για να ϐρούµε ένα σπου-
δαίο πίνακα για ένα γραµικό κώδικα και να δούµε πως αυτός ο πίνακας χρησι-
µοποιείται για να στέλνουµε µηνύµατα.

Κατ’αρχάς µερικές αρχικές σηµειώσεις. Η τάξη ενός πίνακα υπέρ του K είναι
το πλήθος των µη µηδενικών γραµµών µιας οποιασδήποτε ΓΚΜ του πίνακα. Η
διάσταση K του κώδικα C είναι η διάσταση του C, ως υπόχωρος του Kn. Αν ο C
έχει µήκος n και απόσταση d, τότε λέµε ότι ο C είναι ένας (n, k, d) γραµµικός
κώδικας. Οι τρεις παράµετροι, µήκος, διάσταση, απόσταση, αποτελούν σηµαντική
πληροφορία για τον C.

Αν ο C είναι ένας γραµµικός κώδικας µήκους n και διάστασης k, τότε κάθε
πίνακας που οι γραµµές του σχηµατίζουν µία ϐάση του C ονοµάζεται γεννήτορας
πίνακας του C. Σηµειώστε ότι ένας γεννήτορας πίνακας για τον C πρέπει να έχει
k γραµµές και n στήλες και πρέπει να έχει τάξη k.

Θεώρηµα 2.6.1 ΄Ενας πίνακας G είναι ένας γεννήτορας πίνακας για κάποιο γραµ-
µικό κώδικα C, αν και µόνο αν οι γραµµές του G είναι γραµµικά ανεξάρτητες·
δηλαδή αν και µόνο αν η τάξη του G είναι ίση µε το πλήθος των γραµµών του G.

Επειδή οι ισοδύναµοι πίνακες ως προς τις γραµµές έχουν την ίδια τάξη, παίρ-
νουµε το παρακάτω ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 2.6.2 Αν G είναι ένας γεννήτορας πίνακας για τον γραµµικό κώδικα C,
τότε ένας οποιοσδήποτε ισοδύναµος πίνακας µε τον G ως προς τις γραµµές, είναι
επίσης ένας γεννήτορας πίνακας για τον C. Ειδικά, κάθε γραµµικός κώδικας έχει
έναν γεννήτορα πίνακα σε ΑΓΚΜ.

Για να ϐρούµε έναν γεννήτορα πίνακα για ένα γραµµικό κώδικα C, σχηµατί-
Ϲουµε τον πίνακα που οι γραµµές του είναι γραµµές του C. Επειδή C =< C >,
είτε ο αλγόριθµος 2.5.1 είτε ο αλγόριθµος 2.5.7 µπορεί να χρησιµοποιειθεί για
να παραχθεί µία ϐάση για τον C. Ο πίνακας που οι γραµµές του σχηµατίζουν τη
ϐάση είναι ο γεννήτορας πίνακας για τον C.

Παράδειγµα 2.6.3 Βρίσκουµε έναν γεννήτορα πίνακα για τον κώδικα C = {0000,
1110, 0111, 1001}. Χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο 2.5.1,

A =




0 0 0 0
1 1 1 0
0 1 1 1
1 0 0 1


 →




1 1 1 0
0 1 1 1
1 0 0 1
0 0 0 0


 →




1 1 1 0
0 1 1 1
0 1 1 1
0 0 0 0


 →




1 1 1 0
0 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0


 ,

οπότε G =
[

1 1 1 0
0 1 1 1

]
είναι ο γεννήτορας πίνακας για τον C. Από τον αλγόριθµο

2.5.7, επειδή η ΑΓΚΜ του A είναι




1 0 0 1
0 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0


 , ο G1 =

[
1 0 0 1
0 1 1 1

]
είναι επίσης

γεννήτορας πίνακας για τον C.

Ασκήσεις

2.6.4 Προσδιορίστε αν οι παρακάτω πίνακες είναι γεννήτορες πίνακες για κά-
ποιους γραµµικούς κώδικες.

A =




0 1 0 0 1 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1 0 1
1 0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 1 1 0 1 1 0 1


 B =




1 0 0 1 1 0 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0 0 1 0 1
0 1 1 1 0 0 1 0 1 1
1 0 0 0 0 1 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0 1 1 1 0




2.6.5 Βρείτε τους γεννήτορες πίνακες σε ΑΓΚΜ για κάθε έναν από τους παρα-
κάτω κώδικες.

(α΄). C = {000, 001, 010, 011}
(ϐ΄). C = {0000, 1001, 0110, 1111}
(γ΄). C = {00000, 11111}
(δ΄). C = {00000, 11100, 00111, 11011}
(ε΄). C = {00000, 11110, 01111, 10001, }
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(ϛ΄). C = {000000, 101010, 010101, 111111}
2.6.6 Βρείτε ένα γεννήτορα πίνακα για κάθε έναν από τους παρακάτω κώδικες.

∆ώστε τη διάσταση του κώδικα.

(α΄). C = {000000, 001011, 010101, 011110, 100110, 101101, 110011,
111000}

(ϐ΄). C = {00000000, 01101111, 11011000, 11111101, 10010010,
00100101, 01001010, 10110111}

(γ΄). C = {0000000000, 1111100000, 0000011111, 1111111111}
2.6.7 Βρείτε έναν γεννήτορα πίνακα για το γραµµικό κώδικα που γεννιέται

από καθένα από τα παρακάτω σύνολα. ∆ώστε τις παραµέτρους (n, k, d)
για κάθε κώδικα.

(α΄). C = {11111111, 11110000, 11001100, 10101010}
(ϐ΄). C = {11111100, 11110011, 11001111, 00111111}
(γ΄). C = {100100100, 010010010, 001001001, 111111111}
(δ΄). C = {10101, 0101, 11111, 00011, 10110}
(ε΄). C = {1010, 0101, 1111}
(ϛ΄). C = {101101, 011010, 110111, 000111, 110000}
(Ϲ΄). C = {1001011, 0101010, 1001100, 0011001, 0000111}

΄Εστω C ένας γραµµικός κώδικας µήκους n και διάστασης k. Αν G είναι ένας
γεννήτορας πίνακας για τον C και αν n είναι µια λέξη µήκους k γραµµένη ως
γραµµή, τότε η v = uG είναι µία λεξη του C, διότι η v είναι γραµµικός συνδυασµός
των γραµµών του G, τα οποία σχηµατίζουν µια ϐάση για τον C. Πράγµατι, αν
u = (α1, α2, ..., αk) και αν

G =




g1

g2

...
gk


 ,

όπου g1, g2, ..., gk είναι γραµµές του G, τότε v = uG = α1g1, α2g2, ..., αkgk. Από
την άλλη µεριά, επειδή κάθε λέξη v του C είναι γραµµικός συνδυασµός των λέξεων
της ϐάσης (των γραµµών του G), τότε έχουµε v = uG για κάποια u ∈ Kk. Ακόµα,
αν u1G = u2G, τότε έχουµε u1 = u2 διότι κάθε λέξη του C γράφεται ως µοναδικός
γραµµικός συνδυασµός των λέξεων της ϐάσης. ΄Ωστε καµία λέξη v = uG δεν
παράγεται από περισσότερες από µία u ∈ Kk.

Θεώρηµα 2.6.8 Εάν G είναι ένας γεννήτορας πίνακας για ένα γραµµικό κώδικα
C µήκους n και διάστασης k, τότε v = uG διατρέχει όλες τις 2k λέξεις του C καθώς
το u διατρέχει όλες τις 2k λέξεις µήκους k. ΄Ετσι ο C είναι το σύνολο όλων των
λέξεων uG, όπου u στο Kk. Ακόµα, u1G = u2G αν και µόνο αν u1 = u2.
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Ας παρατηρήσουµε ότι το ϑεώρηµα 2.6.8 µας λέει ότι τα µηνύµατα που µπο-
ϱούν να κωδικοποιηθούν µε ένα (n, k, d) γραµµικό κώδικα είναι ακριβώς όλα
τα µηνύµατα του Kk. Το µήνυµα u κωδικοποιείται ως v = uG, οπότε µόνο k
ψηφία µιας οποιασδήποτε κωδικολέξης χρησιµοποιούνται για να µεταφέρουν το
µήνυµα. Ας σηµειώσουµε ότι ο ϐαθµός πληροφορίας ενός (n, k, d) κώδικα είναι
log2(2k)/n = k/n.

Παράδειγµα 2.6.9 ΄Εστω C είναι ένας (5, 3, d) γραµµικός κώδικας µε γεννήτορα
πίνακα τον παρακάτω. Ο ϐαθµός πληροφορίας του C είναι k/n = 3/5. Κάθε
µήνυµα u στο K3 µπορεί να κωδικοποιηθεί. Για παράδειγµα το µήνυµα u = 101
κωδικοποιείται ως

v = uG = [101]




1 0 1 1 0
0 1 0 1 1
0 0 1 0 1


 = 10011.

Ασκήσεις

2.6.10 Για κάθε έναν από τους παρακάτω γεννήτορες πίνακες κωδικοποιείστε
τα δοθέντα µηνύµατα.

(α΄). G =




1 0 0 1 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1




(i) u = 100

(ii) u = 010

(iii) u = 111

(ϐ΄). G =




1 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1




(i) u = 000

(ii) u = 100

(iii) u = 111

(γ΄). G =




1 1 0 1 0 0 1
0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1 1




(i) u = 1000

(ii) u = 1010

(iii) u = 0011

(iv) u = 1011
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2.6.11 Αντιστοιχείστε γράµµατα µε λέξεις του K3 όπως ακολουθεί :

000 100 010 001 110 101 011 111
A B E H M R T W

Χρησιµοποιώντας τον γεννήτορα πίνακα του παραδείγµατος 2.6.9, κωδι-
κοποείστε το µήνυµα BE THERE (αγνοήστε το κενό).

2.6.12 ΄Εστω C ένας κώδικας µε γεννήτορα πίνακα

G =




1 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0
0 0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 1 1




.

Αντιστοιχίζουµε γράµµατα µε λέξεις του K4 όπως ακολουθεί :

0000 1000 0100 0010 0001 1100 1010 1001
A B C D E F G H

0110 0101 0011 1110 1101 1011 0111 1111
I J K L M N O P

(α΄). Κωδικοποιείστε το µήνυµα HELP.

(ϐ΄). Μεταδώστε το µήνυµα HELP υποθέτοντας ότι κατά τη µετάδοση η
πρώτη λέξη αποκτά ένα λάθος στην πρώτη ϑέση, η δεύτερη λέξη δεν
έχει λάθη, η τρίτη λέξη ένα λάθος στην έβδοµη ϑέση και η τέταρτη
δύο λάθη στην πέµπτη και έκτη ϑέση.

(γ΄). Κωδικοποιείστε το µήνυµα CALL HOME BAMA (Αγνοήστε τα κενά).

2.6.13 Βρείτε το πλήθος των µηνυµάτων που µπορούν να αποσταλούν και τον
ϐαθµό πληροφορίας r, για κάθε έναν από τους γραµµικούς κώδικες στις
ασκήσεις 2.6.6 και 2.6.7.

2.7 Πίνακες Ελέγχου Ισοτιµίας (Parity-Check Πί-
νακες)

Θα αναπτύσουµε έναν άλλο πίνακα που συσχετίζεται µε ένα γραµµικό κώδικα
και που συνδέεται στενά µε έναν γεννήτορα πίνακα. Αυτός ο νέος πίνακας έχει
µεγάλη αξία στο σχεδιασµό σχηµάτων αποκωδικοποίησης.

΄Ενας πίνακας H καλείται ένας parity-check πίνακας(πίνακας ελέγχου ισοτι-
µίας) για ένα γραµµικό κώδικα C, αν οι στήλες του H αποτελούν µία ϐάση για τον
δυϊκό κώδικα C⊥. Αν ο C έχει µήκος n και διάσταση k, τότε αφού το άθροισµα των
διαστάσεων των C και C⊥ είναι n, κάθε parity-check πίνακας για τον C πρέπει να
έχει n γραµµές και n−k στήλες και τάξη n−k. Συγκρίνετε το παρακάτω ϑεώρηµα
µε το ϑεώρηµα 2.6.1.
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Θεώρηµα 2.7.1 ΄Ενας πίνακας H είναι ένας parity-check πίνακας για ένα γραµ-
µικό κώδικα C αν και µόνο αν οι στήλες του H είναι γραµµικά ανεξάρτητες.

Το παρακάτω ϑεώρηµα περιγράφει ένα γραµµικό κώδικα µε όρους του parity-
check πίνακά του.

Θεώρηµα 2.7.2 Αν ο H είναι ένας parity-check πίνακας για ένα γραµµικό κώδικα
C µήκους n, τότε ο C αποτελείται ακριβώς απ’ όλες τις λέξεις v του Kn τέτοιες ώστε
vH = 0.

Αν µας δοθεί ο γεννήτορας πίνακας για ένα γραµµικό κώδικα C, τότε µπορού-
µε να ϐρούµε έναν parity-check πίνακα του C χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο
2.5.7. Ο parity-check πίνακας είναι ο πίνακας H που κατασκευάστηκε στον
αλγόριθµο 2.5.7, επειδή οι στήλες του H σχηµατίζουν µια ϐάση του C⊥.

Παράδειγµα 2.7.3 Βρίσκουµε έναν parity-check πίνακα για τον κώδικα C =
{0000, 1110, 0111, 100} του παραδείγµατος 2.6.3. Εκεί είχαµε ϐρει ότι ο

G1 =
[

10 01
01 11

]
= [IX]

είναι ο γεννήτορας πίνακας του C, ο οποίος είναι σε ΑΓΚΜ. Από τον αλγόριθµο
2.5.7, ϕτιάχνουµε τον H:

H =
[

X
I

]
=




01
11
10
01




ο οποίος είναι ένας parity-check πίνακας για τον C. Ας παρατηρήσουµε ότι vH =
00 για όλες τις λέξεις v του C.

Ασκήσεις

2.7.4 Βρείτε έναν parity-check πίνακα για καθέναν από τους παρακάτω κώ-
δικες.

(α΄). C = {000, 001, 010, 011}
(ϐ΄). C = {0000, 1001, 0110, 1111}
(γ΄). C = {00000, 11111}
(δ΄). C = {00000, 11100, 00111, 11011}
(ε΄). C = {00000, 11110, 01111, 10001, }
(ϛ΄). C = {000000, 101010, 010101, 111111}

2.7.5 Βρείτε έναν parity-check πίνακα για καθέναν από τους παρακάτω κώδι-
κες (οι γεννήτορες πίνακες έχουν κατασκευαστεί στις ασκήσεις 2.6.6 και
2.6.7).
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(α΄). C = {000000, 001011, 010101, 011110, 100110, 101101, 110011, 111000}
(ϐ΄). C = {00000000, 01101111, 11011000, 11111101, 10010010, 00100101,

01001010, 10110111}
(γ΄). C = {0000000000, 1111100000, 0000011111, 1111111111}
(δ΄). C =< S >, S = {11111111, 11110000, 11001100, 10101010}
(ε΄). C =< S >, S = {11111100, 11110011, 11001111, 00111111}
(ϛ΄). C =< S >, S = {100100100, 010010010, 001001001, 111111111}
(Ϲ΄). C =< S >, S = {10101, 0101, 11111, 00011, 10110}
(η΄). C =< S >, S = {1010, 0101, 1111}
(ϑ΄). C =< S >, S = {101101, 011010, 110111, 000111, 110000}
(ι΄). C =< S >, S = {1001011, 0101010, 1001100, 0011001, 0000111}

Τώρα ϑα εκφράσουµε τη σχέση µεταξύ ενός γεννήτορα πίνακα και του parity-
check πίνακα ενός γραµµικού κώδικα και τη σχέση µεταξύ αυτών των πινάκων µε
ένα γραµµικό κώδικα και του δυϊκού του κώδικα.

Θεώρηµα 2.7.6 Οι πίνακες G και H είναι γεννήτορες και parity-check πίνακες
αντίστοιχα, για κάποιο γραµµικό κώδικα C αν και µόνο αν

(i) οι γραµµές του G είναι γραµµικά ανεξάρτητες,

(ii) οι στήλες του H είναι γραµµικά ανεξάρτητες,

(iii) το πλήθος των γραµµών του G µαζί µε το πλήθος των στηλών του H είναι ίσο
µε το πλήθος των στηλών του G το οποίο είναι ίσο µε το πλήθος των γραµµών
του H και

(iv) GH = 0.

Θεώρηµα 2.7.7 H είναι ένας parity-check πίνακας του C αν και µόνο αν ο HT

είναι ένας γεννήτορας πίνακας για τον C⊥.

Το ϑεώρηµα 2.7.7 ϐγαίνει από το ϑεώρηµα 2.7.6 και το γεγονός ότι

HT GT = (GH)T = 0.

∆οθέντος ενός γεννήτορα πίνακα ή parity-check πίνακα του C ή του C⊥,
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο 2.5.7 και το ϑεώρηµα 2.7.7 για να
ϐρούµε τους άλλους τρεις πίνακες. Το παρακάτω διάγραµµα δείχνει πως µπορεί
να γίνει αυτό.

HC⊥

Αναστροφή
²²

GC⊥
Αλγόριθµος 2.5.7oo

GC

Αλγόριθµος 2.5.7 // HC

Αναστροφή
OO
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Παράδειγµα 2.7.8 ΄Εστω C ένας γραµµικός κώδικας µε parity-check πίνακα

H =




11
11
01
10
01




=
[

X
I

]
.

(α΄). Τότε ο γεννήτορας πίνακας του C⊥ είναι ο

HT =
[

11010
11101

]
.

(ϐ΄). Η ΑΓΚΜ του HT είναι HT =
[

11010
00111

]
, οπότε από τον αλγόριθµο 2.5.7,

ένας parity-check πίνακας για τον C⊥ είναι



110
100
011
010
001




.

(γ΄). Από τη µορφή του H, εύκολα έχουµε ότι ο

G =




100 11
010 11
001 11


 = [I, X]

είναι ένας γεννήτορας πίνακας του C. Αυτό το διαπιστώνουµε εάν χρησι-
µοποιήσουµε τον αλγόριθµο 2.5.7 προς τα πίσω. Οπότε, από το ϑεώρηµα
2.7.7 ο G⊥ είναι επίσης parity-check πίνακας για τον C⊥.

GT =




1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 1 0
1 1 1




.

Ασκήσεις

2.7.9 Σε κάθε µία περίπτωση δίνεται ένας parity-check πίνακας για ένα γραµ-
µικό κώδικα C. Βρείτε

(i) έναν γεννήτορα πίνακα για τον C⊥ και

(ii) έναν γεννήτορα πίνακα για τον C.
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(α΄). H =




1 0 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 1 0
0 0 1




(ϐ΄). H =




0 1
1 0
0 1
1 0
0 1




(γ΄). H =




1 1 1
1 1 0
1 0 1
0 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1




.

2.7.10 Αφού γράψετε όλες τις λέξεις του δυϊκού κώδικα C⊥ του κώδικα C =
{00000, 11111}, ϐρείτε τον γεννήτορα πίνακα και τον parity-check πίνακα
για τον C⊥.

2.7.11 Για κάθε κώδικα C από τους παρακάτω ϐρείτε τη διάσταση του C, τη
διάσταση του C⊥, τις διαστάσεις (µήκος × πλάτος) του γεννήτορα πίνακα
και του parity-check του C και του C⊥, το πλήθος των λέξεων του C και
του C⊥ και τέλος τους ϐαθµούς πληροφορίας του C και του C⊥.

(α΄). Ο C έχει µήκος n = 2t − 1 και διάσταση t.

(ϐ΄). Ο C έχει µήκος n = 23 και διάσταση 11.

(γ΄). Ο C έχει µήκος n = 15 και διάσταση 8.

2.8 Ισοδύναµοι Πίνακες

Κάθε k × n πίνακας G µε k < n του οποίου k στήλες σχηµατίζουν k × k
ταυτοτικό πίνακα Ik, έτσι ώστε :

G = [Ik, X],

αυτόµατα έχει γραµµικώς ανεξάρτητες γραµµές και είναι σε ΑΓΚΜ. Οπότε ο G
είναι ένας γεννήτορας πίνακας, για κάποιο γραµµικό κώδικα µήκους n και διά-
στασης k. ΄Ενας τέτοιος γεννήτορας πίνακας λέγεται ότι είναι σε κανονική µορφή
(standard form) και ο κώδικας C που γεννιέται από τον G ονοµάζεται συστηµατι-
κός κώδικας (systematic code).
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∆εν έχουν όλοι οι γραµµικοί κώδικες ένα γεννήτορα πίνακα σε κανονική
µορφή. Για παράδειγµα ο κώδικας που ορίζεται από τον γεννήτορα πίνακα στην
παρακάτω άσκηση έχει πέντε ακόµα διαφορετικούς γεννήτορες πίνακες. Κανένας
απ’ αυτούς δεν είναι σε κανονική µορφή, όπως δεν είναι ούτε ο G.

Ασκήσεις

2.8.1 Βρείτε τους άλλους πέντε γεννήτορες πίνακες για τον κώδικα που γεν-
νιέται από τον

G =
[

1 0 0
0 0 1

]
.

Είναι όµως προτιµότερο να χρησιµοποιούµε κώδικες που έχουν γεννήτορες
πίνακες σε κανονική µορφή. ΄Ενας λόγος είναι ότι εάν ο γραµµικός κώδικας C
έχει γεννήτορα πίνακα G σε κανονική µορφή, G = [I, X] τότε ο αλγόριθµος 2.5.7
παράγει αµέσως τον πίνακα

H =
[

X
I

]

ο οποίος είναι ένας parity-check πίνακας του C.

Από το ϑεώρηµα 2.6.8 κάθε κωδικολέξη v σε ένα γραµµικό κώδικα C µήκους
n και διάστασης k είναι ίση µε uG για κάποια µοναδική λέξη u του Kk, όπου ο
G είναι ένας γεννήτορας πίνακας για τον C. Σκεφτόµαστε τη λέξη u µήκους k ως
το µήνυµα το οποίο ϑα αποσταλεί. Αντί όµως της u, στέλνουµε ϕυσικα την κωδι-
κολέξη v = uG. Εάν η ΑΜΠ σωστά συµπεραίνει ότι η v = uG αποστάλθηκε, τότε
ο παραλήπτης του µηνύµατος πρέπει µε κάποιο τρόπο να αποκαλύψει το αρχικό
µήνυµα u από το uG. Εάν ο G είναι σε κανονική µορφή, τότε είναι τετριµένο να
αποκαλύψουµε το u από το uG. ∆ιότι σ’ αυτήν την περίπτωση

v = uG = u[I X] = [uI uX] = [uuX].

Οπότε δείξαµε το παρακάτω ϑεώρηµα, το οποίο µας τονίζει ένα σηµαντικό πλεο-
νέκτηµα που έχει ένας γεννήτορας πίνακας σε κανονική µορφή.

Θεώρηµα 2.8.2 Εάν C είναι ένας γραµµικός κώδικας µήκους n και διάστασης
k µε γεννήτορα πίνακα τον G σε κανονική µορφή, τότε τα πρώτα k ψηφία της
κωδικολέξης v = uG σχηµατίζουν τη λέξη u του Kk.

Παράδειγµα 2.8.3 Εάν

G =




1 0 0 0 | 1 0 1
0 1 0 0 | 1 0 0
0 0 1 0 | 1 1 0
0 0 0 1 | 0 1 1


 = [I4 X]

και εάν το µήνυµα είναι u = 0111, τότε uG = 0111001 = [u001]. Και έαν u = 1011,
τότε uG = 1011000.
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Ασκήσεις

2.8.4 ΄Εστω C γεννήτορας πίνακας του παραδείγµατος 2.8.3. Κωδικοποιείστε
καθένα από τα παρακάτω µηνύµατα u και παρατηρήστε ότι τα πρώτα 4
ψηφία στην κωδικολέξη που προκύπτει σχηµατίζουν το µήνυµα u.

(α΄). u = 1111

(ϐ΄). u = 1011

(γ΄). u = 0000

2.8.5 Βρείτε µία µέθοδο να ανακαλύπτετε τη u από τον uG, εάν ο G δεν είναι
σε κανονική µορφή.

2.8.6 Εάν ένας γραµµικός κώδικας C έχει γεννήτορα πίνακα τον

G =




1 1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 1
1 0 1 1 0 1 1
1 1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 0 0




,

αποκαλύψτε τη u από την u = uG = 0000101.

Με τις υποθέσεις του ϑεωρήµατος 2.8.2 τα πρώτα k ψηφία της κωδικολέξης v =
uG λέγονται ψηφία πληροφορίας (information digits), αφού ουσιαστικά περιέχουν
το µήνυµα u, ενώ τα υπόλοιπα n − k ψηφία της v = uG λέγονται πλεονάζοντα ή
parity-check ψηφία (redundancy ή parity-check digits).

΄Εχοντας όλα αυτά τα πλεονεκτήµατα για ένα γραµµικό κώδικα µε γεννήτορα
πίνακα σε κανονική µορφή, τι µπορεί να γίνει εάν ένας κώδικας C δεν έχει γεν-
νήτορα πίνακα σε κανονική µορφή ; Ας ϑεωρήσουµε τον κώδικα C µε γεννήτορα
πίνακα τον G στην άσκηση 2.8.1. ΄Οπως δείξαµε στην άσκηση 2.8.1 ο C δεν έχει
γεννήτορα πίνακα σε κανονική µορφή. Ας υποθέσουµε, γι’ αυτό το παράδειγµα,
ότι αποφασίζουµε να αναδιατάξουµε τα ψηφία των κωδικολέξεων και να µεταδί-
δουµε τα ψηφία µε τη σειρά «πρώτο, τρίτο, δεύτερο» αντί για «πρώτο, δεύτερο,
τρίτο». Οι τέσσερις λέξεις του C έχουν λοιπόν µετασχηµατιστεί σε τέσσερις λέξεις
στο νέο κώδικα C ′ όπως ϕαίνεται παρακάτω:

C = {000, 100, 001, 101}

C ′ = {000, 100, 010, 110}
Σηµειώστε ότι ο C ′, παρ’ όλο που είναι διαφορετικός κώδικας από τον C, έχει
πολλές κοινές ιδιότητες µε τον C. Για παράδειγµα, είναι και οι δυο γραµµικοί,
έχουν το ίδιο µήκος ίσο µε 3, διάσταση 2 και απόσταση 1. ΄Οµως ο C ′ έχει ένα
πλεονέκτηµα από τον C, δηλαδή ο C ′ έχει έναν γεννήτορα πίνακα σε κανονική
µορφή. Παρατηρήστε ότι ο G′ προήλθε από τον G µε µετατόπιση της δεύτερης
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και της τρίτης στήλης, όπως ακριβώς ο C ′ προήλθε από τον C µε µετατόπιση του
δεύτερου και τρίτου ψηφίου.

G =
[

1 0 0
0 0 1

]

G =
[

1 0 0
0 1 0

]

Εάν ο C είναι ένας οποιοσδήποτε µπλοκ κώδικας µήκους n, τότε µπορούµε
πάντοτε να ϐρούµε ένα νέο µπλοκ κώδικα C µήκους n, διαλέγοντας µια συγκε-
κριµένη µετατόπιση των n ψηφίων και στη συνέχεια αναδιατάσσοντας κατάλληλα
κάθε λέξη του C κατά τον επιλεγµένο τρόπο. Ο κώδικας C ′, που προκύπτει,
λέγεται ισοδύναµος του C.

Παράδειγµα 2.8.7 Εάν n = 5 και επιλέξουµε να αναδιατάξουµε τα ψηφία µε τη
σειρά 2, 1, 4, 5, 3, τότε ο κώδικας

C = {11111, 10111, 00111, 00011, 00001}
είναι ισοδύναµος µε τον κώδικα

C ′ = {11111, 10111, 00111, 00110, 00010}.
(Σηµειώστε ότι ο C και ο C ′ δεν είναι γραµµικοί).

Θεώρηµα 2.8.8 Κάθε γραµµικός κώδικας C είναι ισοδύναµος µε ένα γραµµικό
κώδικα C ′ που έχει γεννήτορα πίνακα σε κανονική µορφή.

Απόδειξη: ΄Εστω ότι ο G είναι γεννήτορας πίνακας του C και το ϑέτουµε σε ΑΓΚΜ.
Αναδιατάσσουµε τις στήλες του ΑΓΚΜ έτσι ώστε οι στήλες οδηγοί να έρθουν πρώτες
ώστε να σχηµατίσουµε τον ταυτοτικό πίνακα. Το αποτέλεσµα είναι ένας πίνακας
G′ σε κανονική µορφή, το οποίο είναι ο γεννήτορας πίνακας για έναν κώδικα C ′

ισοδύναµο µε τον C.

Παράδειγµα 2.8.9 Ο πίνακας

G =




0 1 1 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1




είναι ένας γεννήτορας πίνακας ΑΓΚΜ µε τις στήλες 2, 4, 5, 6 και 9 ως οδηγούς.
Αναδιατάσσοντας τις στήλες µε τη σειρά 2, 4, 5, 6, 9, 1, 3, 7, 8 παράγεται ο πίνακας

G′ =




1 0 0 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 0 0 0 1 1
0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0




= [I X],

ο οποίος είναι ένας γεννήτορας πίνακας σε κανονική µορφή για έναν κώδικα
ισοδύναµο µε τον κώδικα που γεννιέται από τον G.
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Ασκήσεις

2.8.10 Βρείτε ένα συστηµατικό κώδικα C ′ ισοδύναµο µε τον δοθέντα κώδικα C.
Ελέγξτε ότι οι C και C ′ έχουν το ίδιο µήκος, διάσταση και απόσταση.

(α΄). C = {00000, 10110, 10101, 00011}
(ϐ΄). C = {00000, 11100, 00111, 11011}.

2.8.11 Βρείτε έναν γεννήτορα πίνακα G σε κανονική µορφή για έναν κώδικα
ισοδύναµο µε τον κώδικα που έχει τον παρακάτω γεννήτορα G.

(α) G =




1 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 1


 (ϐ) G =




1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1 1




2.8.12 Βρείτε έναν γεννήτορα πίνακα G′ σε κανονική µορφή για έναν κώδικα
C ′ ισοδύναµο µε τον κώδικα C µε τον παρακάτω parity-check πίνακα H.

(α) H =




1 1 0
1 0 0
0 1 1
0 1 0
0 0 1




(ϐ) H =




1 0 0
1 1 1
0 1 0
1 1 0
1 0 1
0 0 1
0 1 1




.

2.8.13 Αποδείξτε ότι οι ισοδύναµοι γραµµικοί κώδικες έχουν πάντα το ίδιο µή-
κος, διάσταση και απόσταση.

2.8.14 Ελέγξτε ποια από τα παρακάτω Ϲευγάρια πινάκων G1 και G2 παράγουν
ισοδύναµους κώδικες.
(α)

G1 =




1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1


 , G2 =




1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1




(ϐ)

G1 =




1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 1


 , G2 =




1 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
0 0 1 0 0 1




(γ)

G1 =




1 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 1 0
0 0 1 0 1 0 1
0 0 0 1 0 1 1


 , G2 =




1 0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 1 1


 .
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2.9 Απόσταση ενός γραµµικού κώδικα

΄Εχουµε δει ότι η απόσταση ενός γραµµικού κώδικα είναι το ελάχιστο ϐάρος
των µη µηδενικών κωδικολέξεων. Η απόσταση ενός γραµµικού κώδικα µπορεί
επίσης να ϐρεθεί από τον parity-check πίνακα ενός κώδικα.

Θεώρηµα 2.9.1 ΄Εστω H είναι ένας parity-check πίνακας για ένα γραµµικό κώδι-
κα C. Τότε ο C έχει απόσταση ίση µε d αν και µόνο αν κάθε σύνολο από d−1 γραµµές
του H είναι γραµµικά ανεξάρτητο και τουλάχιστον ένα σύνολο απο d γραµµές του
H είναι γραµµικά εξαρτηµένο.

Η ιδέα είναι ότι αν η v είναι µια λέξη, τότε το vH είναι ένας γραµµικός συν-
δυασµός από wt(v) ακριβώς γραµµές του H. Οπότε εάν η v ανήκει στον C και
wt(v) = d, τότε επειδή vH = 0, µερικές από τις γραµµές του H, πλήθους d είναι
γραµµικά εξαρτηµένες . Αντίστροφα αν vH = 0 τότε η v είναι µία κωδικολέξη µε
wt(v) ≥ d.

Παράδειγµα 2.9.2 ΄Εστω C είναι ο γραµµικός κώδικας µε parity-check πίνακα

H =




110
011
100
010
001




.

Μετά από έλεγχο διαπιστώνουµε ότι οι δύο γραµµές του H δεν έχουν άθροισµα
000, οπότε κάθε δύο γραµµές του H είναι γραµµικά ανεξάρτητες, όµως οι γραµ-
µές 1, 3 και 4 για παράδειγµα, έχουν άθροισµα 000 και έτσι είναι γραµµικά
εξαρτηµένες. Οπότε d− 1 = 2, έτσι η απόσταση του C είναι d = 3.

Ασκήσεις

2.9.3 Βρείτε τον κώδικα C στο παράδειγµα 2.9.2. Υπολογίστε το ϐάρος κάθε
κωδικολέξης και ϐεβαιώστε ότι ο C έχει απόσταση 3.

2.9.4 Βρείτε την απόσταση του γραµµικού κώδικα C για καθέναν από τους
παρακάτω parity-check πίνακες. Χρησιµοποιείστε το ϑεώρηµα 2.9.1 και
στη συνέχεια δοκιµάστε την απάντησή σας ϐρίκοντας το wt(v) για κάθε
v του C.

(α) H =




0111
1110
1000
0100
0010
0001




(ϐ) H =




1110
1101
1011
0111
1000
0100
0010
0001




(γ) H =




1101
1011
1110
1110
1000
0100
0010
0001




.
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2.9.5 Βρείτε από το ϑεώρηµα 2.9.1, την απόσταση του γραµµικού κώδικα µε
τους παρακάτω γεννήτορες πίνακες.

(α) G =




111000000
000111000
111111111


 (ϐ) G =




1000111
0100110
0010101
0001011


 .

2.10 Σύµπλοκα

Σ’ αυτήν την ενότητα ϑεωρούµε µία έννοια η οποία ϑα είναι χρήσιµη στην
αποκωδικοποίηση ενός γραµµικού κώδικα, την οποία ϑα δούµε στην επόµενη
ενότητα.

Εάν ο C είναι ένας γραµµικός κώδικας µήκους n, και εάν u είναι µία λέξη
µήκους n, ορίζουµε το σύµπλοκο του C που ορίζεται από τη u να είναι το σύνολο
όλων των λέξεων της µορφής v + u καθώς το v διατρέχει όλες τις λέξεις του C.
Συµβολίζουµε αυτό το σύµπλοκο µε C + u. ΄Ετσι

C + u = {v + u|v ∈ C}.

Παράδειγµα 2.10.1 ΄Εστω C = {000, 111} και έστω u = 101. Τότε

C + 101 = {000 + 101, 111 + 101} = {101, 010}.

Ας παρατηρήσουµε επίσης ότι

C + 111 = {000 + 111, 111 + 111} = {111, 000} = C

και
C + 010 = {000 + 010, 111 + 010} = {010, 101} = C + 101.

Ασκήσεις

2.10.2 Γράψτε τα υπόλοιπα από τα σύµπλοκα του C = {000, 111}. Σηµειώστε
ότι υπάρχουν οκτώ περιπτώσεις για τα σύµπλοκα του C, µία για κάθε λέξη
στον K3, αλλά µονάχα τέσσερα από αυτά τα σύµπλοκα είναι διαφορετικά.

Εάν ο C είναι ένας γραµµικός κώδικας µήκους n, τότε ίσως κάποιος σκεφτεί
ότι υπάρχουν 2n διαφορετικά σύµπλοκα C + u του C, ένα για κάθε µία από τις
2n διαφορετικές λέξεις u µήκους n. ΄Οπως δείχνει το παράδειγµα 2.10.1 και η
άσκηση 2.10.2, αυτό είναι σχεδόν ατίθασο. Είναι πολύ πιθανό το C + u1 να είνα
ταυτόσηµο µε το C + u2, µε u1 6= u2.

Το επόµενο ϑεώρηµα περιέχει αρκετές σπουδαίες και χρήσιµες προτάσεις για
τα σύµπλοκα. Μία προσεκτική µελέτη των παραδειγµάτων που ακολουθούν το
ϑεώρηµα ϑα ϐοηθήσει να γίνουν οι προτάσεις αυτές κατανοητές.

Θεώρηµα 2.10.3 ΄Εστω C ένας γραµµικός κώδικας µήκους n. ΄Εστω u και v είναι
λέξεις µήκους n.
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1) Εάν η u ανήκει στο σύµπλοκο C + u, τότε C + u = C + v· δηλαδή κάθε λέξη
σ’ ένα σύµπλοκο ορίζει µονοσήµαντα αυτό το σύµπλοκο.

2) Η λέξη u ανήκει στο σύµπλοκο C + u.

3) Εάν u + v ανήκουν στο C, τότε οι u και v ανήκουν στο ίδιο σύµπλοκο.

4) Εάν u + v δεν ανήκουν στο C, τότε οι u και v ανήκουν σε διαφορετικό σύ-
µπλοκο.

5) Κάθε λέξη του Kn περιέχεται µόνο σε ένα σύµπλοκο του C· δηλαδή είτε
C + u = C + v, ή C + u και C + v δεν έχουν κοινές λέξεις.

6) |C + u| = |C|· δηλαδή το πλήθος των λέξεων σε ένα σύµπλοκο του C είναι
ίσο µε το πλήθος των λέξεων του κώδικα C.

7) Εάν ο C έχει διάσταση k, τότε υπάρχουν ακριβώς 2n−k διαφορετικά σύµπλοκα
του C και κάθε σύµπλοκο περιέχει ακριβώς 2k λέξεις.

8) Ο κώδικας C είναι ο ίδιος µε ένα από τα σύµπλοκά του.

Παράδειγµα 2.10.4 Θα καταγράψουµε τα σύµπλοκα του κώδικα

C = {0000, 1011, 0101, 1110}.

Κατ’αρχάς, ο ίδιος ο C είναι ένα σύµπλοκο από το (8) του ϑεωρήµατος 2.10.3.
(Οι αριθµοί στις παρενθέσεις υποδεικνύουν στον αναγνώστη να ανατρέχει στα α-
ντίστοιχα µέρη του ϑεωρήµατος 2.10.3) Κάθε λέξη του C ϑα ορίζει το σύµπλοκο C
από (1) και (5), οπότε διαλέγουµε µια λέξη u στον k4 που δεν ανήκει στον C. Για
την αποκωδικοποίηση αργότερα, ϑα ϐοηθήσει να επιλέξουµε τη u µε το µικρότερο
δυνατό ϐάρος. Οπότε ας πάρουµε τη u = 1000. Οπότε παίρνουµε το σύµπλοκο

C + 1000 = {1000, 0011, 1101, 0110}

προσθέτοντας τη 1000 σε κάθε λέξη του C. Σηµειώστε ότι η u = 1000 ανήκει στο
σύµπλοκο C + u = C + 1000. Τώα επιλέγουµε άλλη λέξη, ελάχιστου ϐάρους, στο
K4 που δεν ανήκει στο C ή στο C +1000, ας πούµε 0100. Σχηµατίζουµε ένα άλλο
σύµπλοκο

C + 0100 = {0100, 1111, 0001, 1010}.
Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία µε 0010 παράγεται το σύµπλοκο

C + 0010 = {0010, 1001, 0111, 1100}.

Ο κώδικας C έχει διάσταση k = 2. ΄Εχουµε καταγράψει 2n−k = 24−2 = 22 = 4
σύµπλοκα, το καθένα µε 2k = 22 = 4 λέξεις και κάθε λέξη του K4 εµφανίζεται σ’
ένα µόνο σύµπλοκο. Επίσης ας παρατηρήσουµε ότι η 0001+1010 = 1011 ανήκει
στο C, έτσι οι 0001 και 010 ανήκουν στο ίδιο σύµπλοκο, δηλαδή το C +0100 (δείτε
(3». Από την άλλη µεριά η 0100 + 0010 = 0110 δεν ανήκει στο C και οι 0100 και
0010 ανήκουν σε διαφορετικά σύµπλοκα (δείτε (4) ).
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Παράδειγµα 2.10.5 Θα καταγράψουµε τα σύµπλοκα του γραµµικού κώδικα C

µε γεννήτορα πίνακα τον G =




100110
010011
001111


 .

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0
0 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1
1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0
1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1
1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1

Καταγράψαµε τα 8 σύµπλοκα. Το πρώτο είναι ο ίδιος ο C. Η λέξη u που χρησιµο-
ποιήθηκε για να σχηµατιστεί η C + u ϐρίσκεται στην κορυφή κάθε σύµπλοκου,
αφού u = 0 + u και ελέγχθηκε όπως στο παράδειγµα 2.10.4.

Ασκήσεις

2.10.6 Καταγράψτε τα σύµπλοκα σε καθέναν από τους παρακάτω γραµµικούς
κώδικες.

(α΄). C = {0000, 1001, 0101, 1100}
(ϐ΄). C = {0000, 1010, 1101, 0111}
(γ΄). C = {00000, 10100, 01011, 11111}
(δ΄). C = {0000}.

2.10.7 Καταγράψτε τα σύµπλοκα καθενός από τους γραµµικούς κώδικες µε
γεννήτορα πίνακα τον παρακάτω.

(α΄). G =




111000
001110
100011




(ϐ΄). G =
[

101010
010101

]
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(γ΄). G =




1000111
0100110
0010101
0001011




(δ΄). G =




10001
01001
00101
00011




(ε΄). G =




1000
0100
0010
0001




(ϛ΄). G = [1111].

2.10.8 Καταγράψτε τα σύµπλοκα του κώδικα που έχει τον παρακάτω parity-
check πίνακα.

(α΄). H =




10
11
10
01




(ϐ΄). H =




111
110
101
011
100
010
001




(γ΄). H =




100
010
010
001
001
001




.

2.10.9 Αποδείξτε το ϑεώρηµα 2.10.3.

2.11 Η ΑΜΠ για γραµµικούς κώδικες

΄Ενας από τους σκοπούς µας είναι να σχεδιάσουµε κώδικες οι οποίοι ϑα µας
επιτρέπουν εύκολη και γρήγορη αποκωδικοποίηση της παραληφθείσας λέξης.
Γραµµικοί κώδικες πράγµατι αποδέχονται µια πιο αποτελέσµατική µέθοδο για να
διαχειριστούµε την ΑΜΠ χωρίς τη χρήση ενός ΗΑΜΠ πίνακα. Θα περιγράψουµε
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µια διαδικασία όµοια για την ΠΑΜΠ και την ΗΑΜΠ για ένα γραµµικό κώδικα.
Ο parity-check πίνακας και τα σύµπλοκα ενός κώδικα παίζουν ϐασικούς ϱόλους
στη διαδικασία αποκωδικοποίησης.

΄Εστω C ένας γραµµικός κώδικας. Υποθέτουµε ότι η κωδικολέξη v του C µε-
ταδίδεται και ότι η λέξη w παραλαµβάνεται, µε αποτέλεσµα το υπόδειγµα λάθους
u = v + u. Τότε w + u = v ανήκει στο C, έτσι το υπόδειγµα λάθους της u και η
παραήθφείσα λέξη w είναι µέσα στο ίδιο σύµπλοκοτου C, σύµφωνα µε το (3) του
ϑεωρήµατος 2.10.3.

Επειδή τα υποδείγµατα λάθους µε µικρό ϐάρος είναι πιο πιθανό να εµφανι-
στούν, ας δούµε εδώ πως η ΑΜΠ δουλεύει για ένα γραµµικό κώδικα C. ΄Εχοντας
λάβει τη λέξη w, επιλέγουµε µια λέξη u, ελαχίστου ϐάρους, στο σύµπλοκο C + w
και συµπεραίνουµε ότι η v = w + u έχει αποσταλεί.

Παράδειγµα 2.11.1 ΄Εστω C = {0000, 1011, 0101, 1110}. Τα σύµπλοκα του C
(δες παράδειγµα 2.10.4) είναι

0000 1000 0100 0010
1011 0011 1111 1001
0101 1101 0001 0111
1110 0110 1010 1100

Ας υποθέσουµε ότι παραλήφθηκε η w = 1101. Το σύµπλοκο C + w = C + 1101,
που περιέχει την w είναι η δεύτερη στήλη. Η λέξη µε το µικρότερο ϐάρος σ’ αυτό
το σύµπλοκο είναι η u = 1000, την οποία παίρνουµε και ως υπόδειγµα λάθους.
Συνεπώς συµπεραίνουµε ότι η v = w+u = 1101+1000 = 0101 είναι η κωδικολέξη
που πολύ πιθανό µας αποστάλθηκε.

Ασκήσεις

2.11.2 ΄Εστω C είναι ο κώδικας του παραδείγµατος 2.10.5. Χρησιµοποιώντας
την παραπάνω διαδικασία για την ΠΑΜΠ που µόλις περιγράψαµε απο-
κωδικοποιείστε καθεµιά από τις παρακάτω λέξεις.

(α΄). 000011

(ϐ΄). 001001

(γ΄). 001101

(δ΄). 010110

(ε΄). 110101

(ϛ΄). 001010.

Τα δυσκολότερα µέρη της παραπάνω διαδικασίας είναι η αναζήτηση του συ-
µπλόκου, που περιέχει την παραληφθείσα λέξη w και στη συνέχεια η αναζήτηση
µιας λέξης µε το µικρότερο ϐάρος σ’ αυτό το σύµπλοκο. Θα χρησιµοποιήσου-
µε τον parity-check πίνακα για να αναπτύξουµε µία στρωτή διαδικασία ώστε να
απλοποιήσουµε αυτές τις εργασίες.
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΄Εστω C ένας γραµµικός κώδικας µήκους n και διάστασης k. ΄Εστω H ο parity-
check πίνακας για τον C. Για κάθε λέξη w του Kn, ως σύνδροµο της w ορίζουµε
τη λέξη wH του Kn−k.

Παράδειγµα 2.11.3 Για τον κώδικα C του παραδείγµατος 2.11.1 που είδαµε
παραπάνω, ο παρακάτω πίνακας H είναι ένας parity-check πίνακας. Εάν w =
1101, τότε το σύνδροµο της w είναι η

wH = 1101




11
01
10
01


 = 11.

Ας παρατηρήσουµε ότι η λέξη µε το ελάχιστο ϐάρος στο σύµπλοκο C + w είναι η
u = 1000 (δείτε παράδειγµα 2.11.1) και το σύνδροµο της u είναι η

uH = 1000




11
01
10
01


 = 11 = wH.

Επίσης, εάν w = 1101 είναι η λέξη που παραλαµβάνεται, η ΠΑΜΠ ϑα συµπεράνει
ότι η v = w + u = 1101 + 1000 = 0101 µας στάλθηκε, οπότε εµφανίζεται ένα
σφάλµα στο πρώτο ψηφίο. Ας παρατηρήσουµε επίσης ότι για το υπόδειγµα λάθους
της u, το σύνδροµο uH επιλέγει εκείνη τη γραµµή του H, δηλαδή την πρώτη που
αντιστοιχεί στη ϑέση µε το πιο πιθανό λάθος.

Το παρακάτω ϑεώρηµα περιέχει κάποιες ϐασικές και χρήσιµες προτάσεις για
τις σύνδροµες λέξεις. Οι αποδείξεις µπορούν να κατασκευαστούν χρησιµοποιώ-
ντας τους ορισµόυς των εµπλεκόµενων εννοιών και τις ιδιότητες των συµπλόκων
από το ϑεώρηµα 2.10.3.

Θεώρηµα 2.11.4 ΄Εστω C είναι ένας γραµµικός κώδικας µήκους n. ΄Εστω H είναι
ο parity-check πίνακας για τον C. ΄Εστω w και u δύο λέξεις του kn.

1. wH = 0 αν και µόνο αν η w είναι µία κωδικολέξη του C.

2. wH = uH αν και µόνο αν οι w και u ϐρίσκονται στο ίδιο σύµπλοκο του C.

3. Εάν η u είναι ένα υπόδειγµα λάθους σε µια παραληφθείσα λέξη w, τότε η uH
είναι το άθροισµα των γραµµών του H, που αντιστοιχούν σε εκείνες τις ϑέσεις
στις οποίες εµφανίστηκαν λάθη κατά τη µετάδοση του µηνύµατος.

Ας παρατηρήσουµε ότι εάν δεν εµφανίζονται λάθη κατά τη µετάδοση και η
w παραλαµβάνεται, τότε wH = 0. ΄Οµως το wH = 0 δε συνεπάγεται ότι δεν
εµφανίστηκαν λάθη, επειδή η κωδικολέξη w, δεν είναι κατ’ ανάγκη εκείνη, η
οποία µας αποστάλθηκε.

Επειδή λέξεις του ίδιου συµπλόκου έχουν τις ίδιες συνδρόµους και λέξεις δια-
ϕορετικών συµπλόκων έχουν διαφορετικές συνδρόµους, µπορούµε να ταυτίσουµε



70 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 2. ΓΡΑΜΜΙΚΟ�Ι Κ�Ω∆ΙΚΕΣ

ένα σύµπλοκο µε τη σύνδροµό του λέξη, όπου το σύνδροµο του συµπλόκου είναι
το σύνδροµο µιας οποιοσδήποτε λέξεως που ανήκει στο σύµπλοκο. ΄Ετσι αν ο κώ-
δικας έχει µήκος n και διάσταση k τότε οι 2n−k λέξεις µήκους n− k εµφανίζονται
ως οι σύνδροµες ενός και µόνο συµπλόκου από τα 2n−k σύµπλοκα.

Παράδειγµα 2.11.5 Ο κώδικας C, του παραδείγµατος 2.11.1 έχει µήκος n = 4
και διάσταση k = 2. Τα σύµπλοκα του C (τα οποία καταγράφονται στο παράδειγµα
2.11.1) περιέχουν όλες τις 2n = 24 = 16 λέξεις µήκους n = 4. Υπάρχουν 2n−k =
24−2 = 22 = 4 λέξεις µήκους n−k = 2· κάθε µία είναι το σύνδροµο ακριβώς ενός
από τα 2n−k = 4 σύµπλοκα του C.

Για να υπολογιστεί το σύνδροµο για ένα σύµπλοκο, µπορούµε να επιλέξουµε
µια τυχούσα λέξη w στο σύµπλοκο. Τότε η wH ϑα είναι το σύνδροµο του συµπλό-
κου. Για την ΑΜΠ, Ϲητάµε µια λέξη ελαχίστου ϐάρους σ’ αυτό το σύµπλοκο για να
τη χρησιµοποιήσουµε ως υπόδειγµα λάθους. Στα παραδείγµατα της τελευταίας
ενότητας, διατάξαµε προσεκτικά τα σύµπλοκα ώστε η λέξη µε ελάχιστο ϐάρος να
ϐρίσκεται στην κορυφή ή να αναγράφεται πρώτη. Κάθε λέξη ελαχίστου ϐάρους
σ’ ένα σύµπλοκο ονοµάζεται οδηγός του συµπλόκου. Εάν ϑα υπάρξουν πάνω από
δύο υποψήφιες οδηγοί του συµπλόκου, τότε επιλέγουµε αυθαίρετα τη µία όταν
δουλεύουµε µε τη ΠΑΜΠ.

Παράδειγµα 2.11.6 ΄Εστω C ξανά να είναι ο κώδικας του παραδειγµάτος 2.11.1.
Για κάθε σύµπλοκο υπολογίζουµε τη σύνδροµό του, χρησιµοποιώντας τον οδηγό
του συµπλόκου και ϑέτοντας τα αποτελέσµατα στον επόµενο πίνακα.

Οδηγός του συµπλόκου u Σύνδροµο uH
0000 00
1000 11
0100 01
0010 10

Σηµειώνουµε ξανά ότι κάθε λέξη µήκους 2 εµφανίζεται µία και µοναδική ϕορά ως
κάποιο σύνδροµο.

Ο πίνακας του παραπάνω παραδείγµατος 2.11.6 που ταιριάζει κάθε σύνδροµο
µε την οδηγό του συνδρόµου, ονοµάζεται κανονική παράταξη αποκωδικοποίησης
(standard decoding array), εν συντοµία ΚΠΑ. Για να κατασκευάσουµε µια ΚΠΑ,
πρώτα καταγράφουµε όλα τα σύµπλοκα του κώδικα και επιλέγουµε από κάθε
σύµπλοκο µία λέξη ελαχίστου ϐάρους ως οδηγό του συµπλόκου u. Στη συνέχεια
εφευρίσκουµε έναν parity check πίνακα για τον κώδικα και για κάθε οδηγό συν-
δρόµου u και υπολογίζουµε το σύνδροµο της uH. ΄Ενας πιο γρήγορος τρόπος να
κατασκευάσουµε µια ΚΠΑ, δοθέντος του parity check πίνακα H και της από-
στασης d του κώδικα C ϑα είναι να ϕτιάξουµε όλα τα υποδείγµατα λάθους e µε
wt(e) ≤ b(d− 1)/2c) και να υπολογίσουµε το σύνδροµο s = eH για κάθε µία.

Παράδειγµα 2.11.7 Θα κατασκευάσουµε µια ΚΠΑ για τον κώδικα C του παρα-
δείγµατος 2.10.5 (όπου τα σύµπλοκα του C έχουν ήδη καταγραφεί). Για κάθε
ένα από τα πέντε πρώτα σύµπλοκα δεν έχουµε άλλη επιλογή για τον οδηγό του
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συµπλόκου, η λέξη στην κορυφή είναι η µοναδική λέξη ελαχίστου ϐάρους σε
κάθε σύµπλοκο. ΄Οµως στο τελευταίο σύµπλοκο, το ελάχιστο ϐάρος µιας λέξεως
είναι 2 και το σύµπλοκο περιέχει τρεις λέξεις µε ϐάρος 2 τις 000101, 001010 και
110000. Χρησιµποιώντας τη ΠΑΜΠ ϑα µπορούσαµε να επιλέξουµε την 000101 ως
το υποτιθέµενο υπόδειγµα λάθους. Χρησιµοποιώντας την ΗΑΜΠ ϑα Ϲητήσουµε
επαναµετάδοση και ϑα ϑέσουµε ένα «*» σε κάθε µία από τις αναφερθείσες ϑέσεις
της ΚΠΑ. Μπορούµε να ϕτιάξουµε τον ακόλουθο parity check πίνακα για τον C:

H =




110
011
111
100
010
001




.

Θα µπορούσαµε να κατασκευάσουµε την παρακάτω ΚΠΑ για τον C, υποθέτοντας
ότι η ΠΑΜΠ χρησιµποιείται :

Υπόδειγµα Λάθους Σύνδροµη Λέξη uH
000000 000
100000 110
010000 011
001000 111
000100 100
000010 010
000001 001
000101 101

Ας παρατηρήσουµε ότι οι σύνδροµες λέξεις είναι όλες οι λέξεις του K3. Το σύ-
µπλοκο C έχει πάντοτε τη µηδενική λέξη ως την οδηγό του και πάντοτε έχει ως
σύνδροµο τη µηδενική. Εάν επιλέξουµε για το τελευταίο σύµπλοκο ως οδηγό τη
u = 000101, παίρνουµε ως σύνδροµο τη uH = 101, που είναι το άθροισµα των
γραµµών 4 και 6 του H, δηλαδή οι ϑέσεις που ϐρίσκονται οι µονάδες του υπο-
δείγµατος λάθους u. Χρησιµποιώντας την ΗΑΜΠ, αυτή ακριβώς η ϑέση ϑα πάρει
«*».

Ασκήσεις

2.11.8 Κατασκευάστε µια ΚΠΑ υποθέτοντας την ΗΑΜΠ για κάθε έναν από τους
κώδικες της άσκησης 2.10.6.

2.11.9 Κατασκευάστε µια ΚΠΑ υποθέτοντας την ΗΑΜΠ για κάθε έναν από τους
κώδικες της άσκησης 2.10.7.

2.11.10 Κατασκευάστε µια ΚΠΑ υποθέτοντας την ΗΑΜΠ για κάθε έναν από τους
κώδικες της άσκησης 2.10.8.

2.11.11 Αποδείξτε το ϑεώρηµα 2.11.4.
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Τελικά µπορούµε να κάνουµε κάποια αποκωδικοποίηση. Εάν τα καταφέρουµε
στο δύσκολο έργο της κατασκευής µιας ΚΠΑ, τότε είναι εύκολο να χρησιµοποι-
ήσουµε την ΑΜΠ. ΄Ετσι, όταν λαµβάνουµε µία λέξη w, υπολογίζουµε πρώτα το
σύνδροµο wH. Στη συνέχεια ϐρίσκουµε την οδηγό του συµπλόκου u, που ϐρίσκε-
ται δίπλα στο σύνδροµο wH = uH της ΚΠΑ. Συµπαιρένουµε ότι η v = w + u µας
αποστάλθηκε µε τη µεγαλύτερη πιθανότητα.

Παράδειγµα 2.11.12 ΄Εστω C είναι ο κώδικας του παραδείγµατος 2.11.1. Μια
ΚΠΑ ϐρίσκεται στο παράδειγµα 2.11.6. Ο parity-check πίνακας H ϐρίσκεται στο
παράδειγµα 2.11.3. Υποθέτουµε ότι η w = 1101 λαµβάνεται. Τότε το σύνδροµο
είναι wH = 11, που ϐρίκεται στη 2 η

= γραµµή της ΚΠΑ, όπου η οδηγός του
συµπλόκου είναι η u = 1000. Συµπαιρένουµε ότι η u = w + u = 0101 έχει
αποσταλεί. Εάν η w = 1111 έχει ληφθεί, τότε wH = 01 = uH, όπου u = 0100 από
την ΚΠΑ. Αποκωδικοποιούµε την w ως u = w + u = 1011. Αυτά τα αποτελέσµατα
είναι τα ίδια όπως στο παράδειγµα 2.11.1.

Εάν η w = 1101 λαµβάν decoded v = 0101 εται, τότε αποκωδικοποιούµε
u = 0101 ως η λέξη που στάλθηκε. Οι παρακάτω υπολογισµοί :

d(0000, 1101) = 3 d(0101, 1101) = 1

d(1011, 1101) = 2 d(1110, 1101) = 2

µας δίνουν τις αποστάσεις µεταξύ του w και κάθε κωδικολέξης του C και δείχνουν
ότι πράγµατι η u = 0101 είναι η κοντινότερη λέξη του C στο w.

Για w = 1111 να λαµβάνεται, οι ίδιοι υπολογισµοί :

d(0000, 1111) = 4 d(0101, 1111) = 2

d(1011, 1111) = 1 d(1110, 1111) = 1

αποκαλύπτουν ότι υπάρχει ένα µπέρδεµα για την κοντινότερη λέξη του C στην
w. Αυτό ήταν αναµενόµενο διότι υπήρχε µία επιλογή για την οδηγό του συµπλό-
κου που περιείχε την w. ∆ουλεύουµε µε ΠΑΜΠ, οπότε επιλέξαµε αυθαίρετα µία
οδηγό του συµπλόκου και κατά συνέπεια επιλέξαµε αυθαίρετα µία λέξη του C
κοντινότερα στην w.

Παράδειγµα 2.11.13 ΄Εστω C είναι ο κώδικας του παραδείγµατος 2.10.5. Μια
ΚΠΑ κατασκευάστηκε στο παράδειγµα 2.11.7. Κάνουµε κάποια αποκωδικοποί-
ηση χρησιµοποιώντας αυτήν την ΚΠΑ. Υποθέστε ότι λαµβάνουµε w = 110111.

Τότε wH = 010, η οποία ϐρίσκεται στην 6 η
= γραµµή της ΚΠΑ. Η οδηγός συµπλό-

κου σ’ αυτήν τη γραµµή είναι η u = 000010. Οπότε η ΠΑΜΠ συµπεραίνει ότι
η v = w + u = 110111 + 000010 = 110101 είναι η κωδικολέξη που στάλθηκε.
Ας υποθέσουµε τώρα ότι η w = 110000 λαµβάνεται. Το σύνδροµο wH = 101
µας οδηγεί στην τελευταία γραµµή της ΚΠΑ, όπου η οδηγός συµπλόκου είναι η
u = 000101. Αποκωδικοποιούµε την w ως v = w+u = 110000+000101 = 110101.
Εάν είχαµε όµως επιλέξει την u′ = 001010 ως οδηγό συµπλόκου για το τελευταί-
ο σύµπλοκο, τότε ϑα µπορούσαµε να αποκωδικοποιήσουµε την w ως w + u′ =
110000 + 001010 = 111010.
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Ασκήσεις

2.11.14 Συνεχίζοντας το τελευταίο παράδειγµα µε την w = 110000 να λαµβάνε-
ται. Αποκωδικοποιείστε υποθέτοντας ότι η u′′ = 110000 έχει επιλεγεί ως
οδηγός συµπλόκου για το τελευταίο σύµπλοκο.

2.11.15 Ας υποθέσουµε ότι η w = 110111 λαµβάνεται στο παράδειγµα 2.11.13.
Ελέγξτε ότι πράγµατι η u = 110101 είναι η κοντινότερη κωδικολέξη του
C στην w.

2.11.16 Ξανά στο παράδειγµα 2.11.13 µε την w = 110000 να λαµβάνεται. Βρείτε
όλες τις κωδικολέξεις του C κοντινότερα στην W.

2.11.17 Επαναλάβετε την αποκωδικοποίηση στην άσκηση 2.11.2 χρησιµοποιώ-
ντας την ΚΠΑ στο παράδειγµα 2.11.7.

2.11.18 Για τον κώδικα του παραδείγµατος 2.11.13 παραπάνω, αποκωδικοποιεί-
στε τις παρακάτω παραληφθείσες λέξεις w.

(α΄) 011101 (ϐ΄) 110101 (γ΄) 111111 (δ΄)000000.

2.11.19 Για κάθε έναν από τους παρακάτω κώδικες, χρησιµοποιείστε την ΚΠΑ
για να αποκωδικοποιήσετε τις παρακάτω ληφθείσες λέξεις (οι ΚΠΑ για
αυτούς τους κώδικες κατασκευάστηκαν στις ασκήσεις 2.11.8 και 2.11.9).

(α΄). C = {0000, 1001, 0101, 1100}

(i) w = 1110 (ii) w = 1001 (iii) w = 0101

(ϐ΄). C = {00000, 10100, 01011, 11111}

(i) w = 10101 (ii) w = 01110 (iii) w = 10001

(γ΄). C =< 111000, 001110, 100011 >

(i) w = 101010 (ii) w = 011110 (iii) w = 011001

2.11.20 ΄Εστω C είναι ο κώδικας µε parity-check πίνακα

H =




011
101
110
100
010
001




.

Αποκωδικοποιείστε

(α΄). 110100
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(ϐ΄). 111111

(γ΄). 101010

(δ΄). 000110.

2.11.21 ΄Εστω C είναι ο κώδικας µήκους 7, ο οποίος έχει έναν parity-check πί-
νακα H διαστάσεων 7×3, οι γραµµές του οποίου είναι όλες µη µηδενικές
λέξεις µήκους 3.

(α΄). Κατασκευάστε µια ΚΠΑ για τον C.

(ϐ΄). Αποκωδικοποιείστε την 1010101.

Εάν ϑέλαµε να κατασκευάσουµε µια ΚΠΑ, όταν χρησιµοποιούµε την ΗΑΜΠ,
µπορούµε να δουλέψουµε ως εξής : Εάν η λέξη w έχει παραληφθεί, τότε το πλήθος
των λέξεων του C κοντινότερα στην w είναι το ίδιο µε το πλήθος των υποδειγµάτων
λάθους στο σύµπλοκο C +w, που έχουν ελάχιστο ϐάρος. Εάν σε κάποιο σύµπλο-
κο του C υπάρχουν παραπάνω από µία λέξεις ελαχίστου ϐάρους, τότε αυτό το
σύµπλοκο και το σύνδροµό του απαλείφονται από την ΚΠΑ, όταν χρησιµποιούµε
την ΗΑΜΠ. Επίσης, το ϐάρος της οδηγού συµπλόκου είναι το πλήθος των λαθώ-
ν που διορθώθηκαν από την ΗΑΜΠ, όταν η µία λέξη σ’ αυτό το σύµπλοκο έχει
παραληφθεί. Εάν αυτό το ϐάρος είναι υπερβολικά υψηλό, τότε ϑα µπορούσα-
µε να απαλείψουµε αυτό το σύµπλοκο και το σύνδροµό του από την ΚΠΑ για
την ΗΑΜΠ, ακόµα και αν υπάρχει µόνο µία λέξη ελαχίστου ϐάρους σ’ αυτό το
σύµπλοκο. Για να µπορέσουµε να χρησιµοποιήσουµε την κολοβή ΚΠΑ για την
ΗΑΜΠ, εάν η ληφθείσα λέξη έχει σύνδροµο που δεν εµφανίζεται στην ΚΠΑ, Ϲητάµε
αναµετάδοση.

Στην πράξη δεν είναι ασυνήθιστο να έχουµε µία τάξη 250, περίπου 1.126×1015

οδηγούς συµπλόκων και σύνδροµα κάτι που κάνει την ΚΠΑ για έναν τυχαίο γραµ-
µικό κώδικα τροµερά δύσχρηστη. ΄Ετσι στην πράξη, δεν έχουµε λύσει το πρόβλη-
µα της αποκωδικοποίησης χρησιµοποιώντας την ΑΜΠ. ΄Οπως ϑα δούµε αργότερα,
η ΑΜΠ είναι υπολογιστικά εφικτή εάν ο γραµµικός κώδικας κατασκευάζεται µε
ορισµένες προδιαγραφές. Πράγµατι, ένας σκοπός της ϑεωρίας κωδίκων είναι να
κατασκευάσει κώδικες που είναι εύκολο να αποκωδικοποιηθούν χρησιµοποιώντας
την ΑΜΠ.

2.12 Αξιοπιστία της ΗΑΜΠ για γραµµικούς κώδι-
κες

΄Εστω C είναι ένας γραµµικός κώδικας µήκους n και διάστασης k. Ας ϑυµη-
ϑούµε ότι η θp(C, v) είναι η πιθανότητα που εάν η v του C αποστέλλεται ενός
∆ΣΚ µε πιθανότητα (αξιοπιστία) p, τότε η ΗΑΜΠ ϑα συµπεράνει σωστά ότι η v
αποστάλθηκε.

Για κάθε έναν οδηγό συµπλόκου u και για κάθε κωδικολέξη v του C η v + u
είναι κοντινότερα στην v παρά σε οποιαδήποτε άλλη κωδικολέξη. Επίσης αν w 6=
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v + u για κάποια κωδικολέξη v και κάποιο οδηγό συµπλόκου u τότε η w είναι
τόσο κοντά στην v όσο κοντά είναι σε κάποια άλλη κωδικολέξη. Οπότε για ένα
γραµµικό κώδικα, το σύνολο L(v) των λέξεων που ϐρίσκονται κοντινότερα στην v,
παρά σε οποιαδήποτε άλλη κωδικολέξη είναι :

L(v) = {w|w = v + u όπου u είναι µία µοναδική οδηγός συµπλόκου.}

Εάν w = v + u τότε η θp(v, w) εξαρτάται µόνο από το wt(u)· έτσι για ένα
γραµµικό κώδικα C, η θp(C, v) δεν εξαρτάται από την v. Συµβολίζουµε αυτή την
κοινή τιµή µε θp(C) και άρα

θp(C) =
∑

u∈L(0)

pn−wt(u)(1− p)wt(u).

Συνεπώς, για να ϐρούµε την αξιοπιστία ενός γραµµικού κώδικα χρειάζεται να
επικεντρωθούµε µονάχα στους µοναδικούς οδηγούς συµπλόκων. Απλώς υπολο-
γίζουµε την πιθανότητα κάθε µοναδικού οδηγού συµπλόκου, που εµφανίζεται ως
υπόδειγµα λάθους και αφού αθροίσουµε αυτές τις πιθανότητες παίρνουµε την
θp(C).

Σηµειώστε ότι έχουµε επίσης αποδείξει ότι για ένα γραµµικό κώδικα, το σύνολο
των υποδειγµάτων λάθους τα οποία µπορούν να διορθωθούν χρησιµοποιώντας την
ΗΑΜΠ είναι ίσο µε το σύνολο των µοναδικών οδηγών συµπλόκων.

Παράδειγµα 2.12.1 ΄Εστω C είναι ο κώδικας του παραδείγµατος 2.10.5. Χρησι-
µοποιώντας την ΗΑΜΠ ϐρίσκουµε ότι υπάρχει µία οδηγός συµπλόκου ϐάρους 0
και έξι ϐάρους 1. ΄Αρα

θp(C) = p6 + 6p5(1− p).

Ασκήσεις

2.12.2 Υπολογίστε την θp(C) για καθέναν από τους κώδικες στις ασκήσεις
2.10.6, 2.10.7 και 2.10.8.
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Κεφάλαιο 3

Τέλειοι και σχετικοί κώδικες

3.1 Μερικά ϕράγµατα για κώδικες

Στρέφουµε την προσοχή µας στο πρόβληµα να ϐρούµε πόσες λέξεις ένας γραµ-
µικός κώδικας δοσµένου µήκους h και απόστασης d µπορεί να έχει. Το πρόβληµα
στη γενική περίπτωση είναι ανοικτό, αν και έχει απαντηθεί για κάποιες τιµές του n
και του d. ΄Οµως µπορούµε να ϐρούµε κάποια ϕράγµατα στο µέγεθος του κώδικα
µε δοθέντες παραµέτρους.

Υπενθυµίζουµε ότι εάν t και n είναι ακέραιοι, 0 ≤ t ≤ n, τότε το σύµβολο
(

n

t

)
=

n!
t!(n− t)!

,

είναι το πλήθος των διαφορετικών τρόπων που µία -µη διατεταγµένη- συλλογή
από t αντικείµενα µπορεί να επιλεγεί από ένα σύνολο από n αντικείµενα. ΄Ετσι(

n
t

)
είναι το πλήθος των λέξεων µήκους n και ϐάρους t.

Θεώρηµα 3.1.1 Εάν 0 ≤ t ≤ n και αν v µία λέξη µήκους n τότε το πλήθος των
λέξεων µήκους n και απόστασης από το v το πολύ t είναι ακριβώς

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ ... +

(
n

t

)
.

Επειδή υπάρχουν 2n λέξεις µήκους n, ϑέτοντας t = n στο ϑεώρηµα 3.1.1
παίρνουµε: (

n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ ... +

(
n

n

)
= 2n.

Ασκήσεις

3.1.2 ∆ώστε ένα παράδειγµα του ϑεωρήµατος 3.1.1 παίρνοντας v = 10110 και
t = 3 και ϐρίσκοντας όλες τις λέξεις του K5 µε απόσταση το πολύ 3 από
την v και στη συνέχεια ελέγχοντας ότι πράγµατι το ϑεώρηµα 3.1.1 δίνει
το σωστό αριθµό τέτοιων λέξεων.

77
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Για να ϐρούµε όλες τις λέξεις µιας δοθείσας απόστασης t από µια σταθερή λέξη
v, απλά προσθέτουµε στην v, όλες τις λέξεις µε ϐάρος t. Υπάρχουν

(
n
t

)
τέτοιες

λέξεις. Εάν ο C είναι ένας κώδικας µε µήκος n και απόσταση d = 2t + 1 τότε δεν
υπάρχει λέξη w µε απόσταση το πολύ t από δύο διαφορετικές κωδικολέξεις v1 και
v2. Πράγµατι, εάν d = (w, v1) ≤ t και d = (w, v2) ≤ t µε v1 6= v2, τότε :

d(v1, v2) ≤ d(v1, w) + d(w, v2) ≤ 2t < d = 2t + 1,

το οποίο είναι αδύνατο διότι ο C έχει ελάχιστη απόσταση d. ΄Ετσι εάν ο C έχει
µήκος n και απόσταση 2t + 1, τότε η λίστα των λέξεων του Kn µε απόσταση το
πολύ t από µία κωδικολέξη v1 δεν έχει κοινή κωδικολέξη µε τη λίστα των λέξεων
µε απόσταση το πολύ t από µία άλλη κωδικολέξη v2, v1 6= v2. Αυτό µας δίνει το
παρακάτω αποτέλεσµα.

Θεώρηµα 3.1.3 (Φράγµα Hamming). Εάν ο C είναι ένας κώδικας µήκους n και
απόστασης d = 2t + 1 ή 2t + 2 τότε :

|C|
((

n

0

)
+

(
n

1

)
+ ... +

(
n

t

))
≤ 2n,

ή

|C| ≤ 2n

(
n
0

)
+

(
n
1

)
+ ... +

(
n
t

) .

Το ϕράγµα του Hamming είναι άνω ϕράγµα για το πλήθος των λέξεων σε έναν
κώδικα (γραµµικό ή όχι) µήκους n και απόστασης d = 2t+1. Σηµειώστε ότι επειδή
το t = b(d − 1)/2c, έχουµε από το ϑεώρηµα 1.12.9, ότι ένας τέτοιος κώδικας ϑα
διορθώνει υποδείγµατα λάθους µε ϐάρος µικρότερο ή ίσο του t.

Παράδειγµα 3.1.4 Υπολογίζουµε ένα άνω ϕράγµα για το µέγεθος ή αλλιώς τη
διάσταση k ενός γραµµικού κώδικα µε µήκος n = 6 και απόσταση d = 3. Από
d = 3 = 2t + 1 παίρνουµε t = 1. Το ϕράγµα Hamming δίνει :

|C| ≤ 26

(
6
0

)
+

(
6
1

) =
64

1 + 6
=

64
7

.

΄Οµως ο |C| πρέπει να είναι µία δύναµη του 2, οπότε |C| ≤ 8 και άρα k ≤ 3.

Ασκήσεις

3.1.5 Βρείτε ένα πάνω ϕράγµα για το µέγεθος ή τη διάσταση ενός γραµµικού
κώδικα µε τις παρακάτω τιµές των n και d.

(α΄). n = 8, d = 3

(ϐ΄). n = 7, d = 3

(γ΄). n = 10, d = 5
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(δ΄). n = 15, d = 3

(ε΄). n = 15, d = 5

(ϛ΄). n = 23, d = 7

3.1.6 Βεβαιώστε το ϕράγµα Hamming για το γραµµικό κώδικα C µε γεννήτο-
ϱα πίνακα τον δοθέντα.

(α΄). G =




111110000000000
000001111100000
000001111111111




(ϐ΄). G =




100111
010101
001011




(γ΄). G =




1000111
0100110
0010101
0001011


 .

Το παρακάτω άνω ϕράγµα λέγεται ϕράγµα Singleton:

Θεώρηµα 3.1.7 Για κάθε (n, k, d) γραµµικό κώδικα, d− 1 ≤ n− k.

Απόδειξη: Ας ϑυµηθούµε ότι από την παράγραφο 2.7 και το ϑεώρηµα 2.9.1,
γνωρίζουµε ότι ο parity check πίνακας H ενός (n, k, d) γραµµικού κώδικα είναι
ένας n× (n− k) πίνακας τέτοιος ώστε κάθε d− 1 γραµµές του H είναι γραµµικά
ανεξάρτητες. Επειδή οι γραµµές έχουν µήκος n − k, δεν µπορούµε να έχουµε
περισσότερα από n− k ανεξάρτητα διανύσµατα γραµµές. Οπότε d− 1 ≤ n− k ή
ισοδύναµα k ≤ n− d + 1.

Το ϕράγµα Singleton (ϑεώρηµα 3.1.7) είναι κάποια έννοια ασθενέστερη από το
ϕράγµα του Hamming. Για παράδειγµα, εάν n = 15 και d = 5 τότε το ϑεώρηµα
3.1.7 δίνει ότι k ≤ 11, ενώ το ϑεώρηµα 3.1.3 (ϕράγµα Hamming) δίνει k ≤ 9.
Εντούτοις µερικοί κώδικες πράγµατι δίνουν την ισότητα στο ϕράγµα Singleton
οπότε το ϕράγµα Singleton χρησιµοποιείται για να ορίσουµε µια σπουδαία και
χρήσιµη κλάση κωδίκων που λέγονται διαχωρίσιµοι κώδικες µεγίστης απόστασης.

΄Ενας γραµµικός (n, k, d) κώδικας ονοµάζεται διαχωρίσιµος κώδικας µεγίστης
απόστασης - Maximum Distance Separable (ή εν συντοµία MDS), εάν d = n−k+1
(ή k = n− d + 1). Υπάρχουν πολλοί χαρακτηρισµοί των κωδίκων.

Θεώρηµα 3.1.8 Για ένα (n, k, d) γραµµικό κώδικα C, τα παρακάτω είναι ισοδύνα-
µα:

(1) d = n− k + 1,

(2) κάθε n− k γραµµές του parity check πίνακα είναι γραµµικά ανεξάρτητες,

(3) κάθε k στήλες του γεννήτορα πίνακα είναι γραµµικά ανεξάρτητες και
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(4) ο C είναι MDS.

Απόδειξη: Το ϑεώρηµα 3.1.7 δίνει d ≤ n− k + 1· όµως d ≥ n− k + 1 εάν κάθε
n−k γραµµές του parity check πίνακα είναι ανεξάρτητες. ΄Ετσι τα (1) και (2) είναι
ισοδύναµα. Για το (3) παρατηρείστε ότι εάν d = n − k + 1, καµία µη µηδενική
κωδικολέξη δεν µπορεί να έχει περισσότερα από k− 1 µηδενικά. ΄Οµως, k στήλες
του k×n γεννήτορα πίνακα είναι γραµµικά ανεξάρτητες εάν κάποια µη µηδενική
κωδικολέξη έχει k µηδενικά σε αυτές ισόβαθµες τις στήλες. Αυτό είναι σχετικά
εύκολο να το δούµε και το αφήνουµε για τις ασκήσεις.

Πόρισµα 3.1.9 Ο δυϊκός κώδικας ενός (n, k, n − k + 1) MDS κώδικα είναι ένας
(n, n− k, k + 1) MDS κώδικας.

Θα ξανασυζητήσουµε αργότερα για MDS κώδικες όταν ϑα µελετούµε τους
Reed-Solomon κώδικες.

Ασκήσεις

3.1.10 Οι στήλες 2, 3 και 5 του γεννήτορα πίνακα G παρακάτω είναι γραµµικά
ανεξάρτητες. Βρείτε µια κωδικολέξη που έχει µηδενικά στις ϑέσεις 2, 3
και 5

G =




11001
01110
00101


 .

3.1.11 ∆είξτε ότι εάν ένας k × n γεννήτορας πίνακας έχει k γραµµικά εξαρτη-
µένες στήλες τότε υπάρχει µία µη µηδενική κωδικολέξη µε µηδενικά σε
αυτές τις k ϑέσεις.

Ακόµα δεν έχουµε κατασκευάσει κώδικες για δοθέντες παραµέτρους n, k και
d. Τα άνω όρια αποκλείουν κάποιες τιµές, για παράδειγµα το ϕράγµα Hamming
µας λέει ότι ένας κώδικας µε µήκος n = 15 και απόσταση d = 5 δεν µπορεί να
έχει διάσταση k = 10. Εντούτοις αυτό το ϕράγµα δεν αποκλείει την πιθανότητα να
υπάρχει ένας (15, 8, 5) κώδικας.

Πώς ϑα µπορούσαµε να ϐρούµε έναν (15, 8, 5) κώδικα ; Γενικά αυτό είναι ένα
πολύ δύσκολο πρόβληµα. Μία προσέγγιση ϑα ήταν να ϐρούµε τον parity check
πίνακα για έναν τέτοιο κώδικα. ∆ηλαδή, υποθέτοντας r = n−k, πρέπει να ϐρούµε
n διανύσµατα µήκους r για να σχηµατίσουµε τις γραµµές του H έτσι ώστε κάθε
σύνολο από d− 1 τέτοια διανύσµατα να είναι γραµµικά ανεξάρτητο.

Παράδειγµα 3.1.12 ΄Εστω n = 15, k = 6 και d = 5. Τότε r = 15− 6 = 9. Οπότε
επιθυµούµε να ϐρούµε 15 µη µηδενικά διανύσµατα µήκους 9 µε την ιδιότητα
κάθε 4 από αυτά να είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Η εύρεση των πρώτων 9 γραµµών
είναι εύκολη: πάρτε τον 9× 9 ταυτοτικό πίνακα I9.
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Υποθέστε ότι έχουµε µε κάποιο τρόπο ϐρει 3 ακόµα διανύσµατα από ένα σύ-
νολο 12 γραµµών και έτσι έχουµε,

G =




I9

111100000
100011100
101000011

?




.

Πριν ψάξουµε για το επόµενο διάνυσµα παρατηρούµε ότι το επόµενο λογικό
επιχείρηµα µας ϐεβαιώνει ότι τουλάχιστον άλλο ένα υπάρχει. Μεταξύ όλων των
29 διανυσµάτων, δεν µπορούµε να επιλέξουµε το µηδενικό ή κάποιο άλλο από τα
12 ήδη επιλεγµένα. Οπότε αποκλείουµε 1 + 12 διανύσµατα. Επίσης αποκλείου-
µε κάθε διάνυσµα το οποίο µπορεί να γραφτεί ως άθροισµα 2 ή 3 από αυτά τα
διανύσµατα, διότι αυτό ϑα δηµιουργούσε ένα εξαρτηµένο σύνολο από 3 ή 4 δια-
νύσµατα αντίστοιχα. Αυτό αποκλείει το πολύ

(
12
2

)
+

(
12
3

)
πρόσθετα διανύσµατα.

Εντούτοις, οποιοδήποτε διάνυσµα από τα υπόλοιπα µπορεί να επιλεγεί. Επειδή

1 +
(

12
1

)
+

(
12
2

)
+

(
12
3

)
< 29

ξέρουµε ότι µπορούµε να ϐρούµε ακόµα ένα διάνυσµα. Για παράδειγµα, κάποιος
ϑα µπορούσε να επιλέξει το διάνυσµα 010101010 να είναι η επόµενη γραµµή του
H. Η εύρεση και των υπολοίπων γραµµών του H αφήνεται στην άσκηση 3.1.21.

Το παράδειγµα 3.1.12 (και οι σχετιζόµενες ασκήσεις) δείχνουν ότι ένας (15, 6, 5)
κώδικας υπάρχει. Αυτό µας δίνει ένα κάτω ϕράγµα στο µέγιστο µέγεθος (ή διά-
σταση) ενός γραµµικού κώδικα µε n = 15 και d = 5, δηλαδή 6 ≤ k ≤ 8.

Το επόµενο αποτέλεσµα µας γενικεύει τη µεθοδολογία του παραδείγµατος
3.1.12 για την κατασκευή γραµµικών κωδίκων (και έτσι ϑέτει κάτω ϕράγµατα).
Οι αποδείξεις αφήνονται στην άσκηση 3.1.22.

Θεώρηµα 3.1.13 (Φράγµα Gilbert-Varshamov). Υπάρχει ένας γραµµικός κώδι-
κας µε µήκος n, διάσταση k και απόσταση d εάν

(
n− 1

0

)
+

(
n− 1

1

)
+ ... +

(
n− 1
d− 2

)
< 2n−k.

Πόρισµα 3.1.14 Εάν n 6= 1 και d 6= 1 τότε υπάρχει ένας γραµµικός κώδικας C µε
µήκος n και απόσταση d µε

|C| ≥ 2n−1

(
n−1

0

)
+

(
n−1

1

)
+ ... +

(
n−1
d−2

) .

Παράδειγµα 3.1.15 Υπάρχει ένας γραµµικός κώδικας µε µήκος n = 5, διάσταση
k = 2 και απόσταση d = 5;
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Για να αποφασίσουµε αν ένας τέτοιος κώδικας υπάρχει, ϐρίσκουµε το Gilbert-
Varshamov ϕράγµα:

(
n− 1

0

)
+ ... +

(
n− 1
d− 2

)
=

(
8
0

)
+

(
8
1

)
+

(
8
2

)
+

(
8
3

)

= 93

και 2n−k = 29−2 = 27 = 128. Επειδή 93 < 128, τέτοιος κώδικας υπάρχει.

Παράδειγµα 3.1.16 Υπάρχει ένα κάτω και ένα άνω ϕράγµα στο µέγεθος ή τη
διάσταση k, ενός κώδικα µε n = 9 και d = 5;
Για να ϐρούµε ένα κάτω ϕράγµα για το µέγιστο πλήθος κωδικολέξεων που ένας
τέτοιος κώδικας C ϑα έχει, χρησιµοποιούµε το πόρισµα 3.1.14:

|C| ≥ 2n−1

(
n−1

0

)
+ ... +

(
n−1
d−2

) =
29−1

(
8
0

)
+

(
8
1

)
+

(
8
2

)
+

(
8
3

) =
28

93
=

256
93

= 2.75.

Επειδή το |C| είναι δύναµη του 2, |C| ≥ 4.

Για να ϐρούµε ένα άνω ϕράγµα για το |C|, χρησιµοποιούµε το ϕράγµα Ham-
ming:

|C| ≤ 29

(
9
0

)
+

(
9
1

)
+

(
9
2

) =
512

1 + 9 + 36
=

512
46

= 11.13.

Επειδή το |C| είναι δύναµη του 2, |C| ≤ 8.

Συνδυάζοντας τα δύο ϕράγµατα, ένας γραµµικός κώδικας µε παραµέτρους
(9, k, 5) µε 4 κωδικολέξεις υπάρχει, αλλά δεν υπάρχει (9, k, 5) γραµµικός κώδικας
µε περισσότερες από 8 κωδικολέξεις.

Παράδειγµα 3.1.17 Υπάρχει ένας (15, 7, 5) γραµµικός κώδικας ; Ξανά µπορού-
µε να χρησιµοποιήσουµε το Gilbert-Varshamov ϕράγµα για να απαντήσουµε στην
ερώτηση.

(
n− 1

0

)
+ ... +

(
n− 1
d− 2

)
=

(
14
0

)
+

(
14
1

)
+

(
14
2

)
+

(
14
3

)

= 1 + 14 + 91 + 364
= 470

και 2n−k = 215−7 = 256. Σε αυτήν την περίπτωση η ανισότητα δεν ικανοποιείται,
οπότε το Gilbert-Varshamov ϕράγµα δε µας λεει εάν τέτοιος κώδικας υπάρχει
ή όχι. Πράγµατι, όπως ϑα δούµε αργότερα, αυτοί είναι οι παράµετροι για τον
διόρθωσης λαθών BCH 2- κώδικα, οπότε πράγµατι ένας τέτοιος κώδικας υπάρχει.
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Ασκήσεις

3.1.18 Για κάθε περίπτωση της άσκησης 3.1.5 ϑέστε k = 2d και αποφασίστε,
εάν είναι εφικτό ή όχι, να υπάρχει ένας γραµµικός κώδικας µε τις δοθεί-
σες παραµέτρους. Βρείτε ένα κάτω και ένα άνω ϕράγµα για το µέγιστο
πλήθος των κωδικολέξεων που ένας τέτοιος κώδικας µπορεί να έχει, υπο-
ϑέτοντας ότι το k δεν είναι ϕραγµένο.

3.1.19 Βρείτε ένα κάτω και ένα άνω ϕράγµα για το µέγιστο πλήθος των κωδικο-
λέξεων που είναι γραµµικός κώδικας µήκους n και απόστασης d όπου:

(α΄). n = 15, d = 5

(ϐ΄). n = 15, d = 3

(γ΄). n = 11, d = 3

(δ΄). n = 12, d = 3

(ε΄). n = 12, d = 4

(ϛ΄). n = 12, d = 5

3.1.20 Είναι δυνατό να έχουµε ένα γραµµικό κώδικα µε παραµέτρους (8, 3, 5);

3.1.21 Βρείτε έναν (15, 6, 5) κώδικα, ϕτιάχνοντας τον πίνακα parity check. (∆εί-
τε το παράδειγµα 3.1.12, κάθε ένα από τα 3 Ϲητούµενα διανύσµατα πρέ-
πει να έχει ϐάρος τουλάχιστον 4. Γιατί ;)

3.1.22 ΄Εστω Hi ένας οποιοσδήποτε i×(n−k) πίνακας του οποίου οποιεσδήποτε
d− 1 γραµµές είναι γραµµικά ανεξάρτητες :

(α΄). ∆είξτε ότι υπάρχουν το πολύ

Ni =
(

i

0

)
+

(
i

1

)
+ ... +

(
i

d− 2

)

λέξεις στο Kn−k οι οποίες είναι γραµµικοί συνδυασµοί το πολύ
d− 2 γραµµών του Hi.

(ϐ΄). ∆είξτε ότι εάν Ni < 2n−k, τότε µία γραµµή µπορεί να προστεθεί µε
τέτοιο τρόπο ώστε καµία d− 1 γραµµή του πίνακα που προκύπτει,
να είναι γραµµικά εξαρτηµένη.

(γ΄). Αποδείξτε το ϕράγµα Gilbert-Varshamov.

(δ΄). Αποδείξτε το Πόρισµα 3.1.14.
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3.2 Τέλειοι Κώδικες

΄Ενας κώδικας C µήκους n και περιττής απόστασης d = 2t + 1 ονοµάζεται
τέλειος κώδικας εάν ο C πετυχαίνει το ϕράγµα Hamming του ϑεωρήµατος 3.1.3·
δηλαδή, εάν :

|C| = 2n

(
n
0

)
+

(
n
1

)
+ ... +

(
n
t

) .

∆υστυχώς, δεν υπάρχουν πολλοί τέλειοι γραµµικοί κώδικες, αλλά αυτοί που υπάρ-
χουν είναι πολύ χρήσιµοι. Το κύριο πρόβληµα για την εύρεση γραµµικών τέλειων
κωδίκων είναι ότι ο αριθµός

(
n
0

)
+

(
n
1

)
+ ... +

(
n
t

)
πρέπει να είναι δύναµη του

2 (επειδή ο ι῝ι είναι δύναµη του 2).

Παράδειγµα 3.2.1 ΄Εστω t = 0. Τότε
(

n
0

)
= 1 = 20, οπότε |C| = 2n/

(
n
0

)
= 2n.

Ο µοναδικός κώδικας µε 2n κωδικολέξεις µήκους n είναι ο C = Kn. Ο Kn είναι
ένας τέλειος κώδικας.

Παράδειγµα 3.2.2 ΄Εστω n = 2t + 1. Τότε :
(

n

n− i

)
=

n!
(n− i)!(n− (n− i))!

=
n!

(n− i)!n!
=

(
n

i

)
.

Οπότε, (
n

0

)
=

(
n

n

)
,

(
n

1

)
=

(
n

n− 1

)
,

(
n

2

)
=

(
n

n− 2

)
, ...

και από n = 2t + 1, (
n

t

)
=

(
n

n− t

)
=

(
n

t + 1

)
.

Οπότε,
(

n

0

)
+ ... +

(
n

t

)
=

1
2

((
n

0

)
+ ... +

(
n

n

))
=

1
2
· 2n = 2n−1.

΄Ετσι,

|C| = 2n

(
n
0

)
+ ... +

(
n
t

) =
2n

2n−1
= 2.

΄Ετσι κάθε τέλειος κώδικας µήκους και απόστασης 2t + 1 έχει ακριβώς δύο κωδι-
κολέξεις. Μεταξύ των γραµµικών κωδίκων υπάρχει µόνο ένας τέτοιος κώδικας, ο
κώδικας που αποτελείται από τη µηδενική λέξη και τη λέξη που κάθε ψηφίο είναι
1 και πράγµατι αυτός ο κώδικας είναι τέλειος.

Οι κώδικες στα παραδείγµατα 3.2.1 και 3.2.2 παρ’ όλο που είναι τέλειοι, δεν
είναι πολύ ενδιαφέροντες. Ονοµάζονται τετριµµένοι, τέλειοι κώδικες.
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Παράδειγµα 3.2.3 ΄Εστω n = 7 και d = 3. Τότε t = 1 και

|C| = 27

(
7
0

)
+

(
7
1

) =
128
8

= 16 = 24.

Οπότε, µπορεί να υπάρχει ένας τέλειος γραµµικός κώδικας µε n = 7 και d = 3.
Στην επόµενη ενότητα, ϑα δούµε ότι υπάρχει ένας τέτοιος κώδικας, ο κώδικας
Hamming.

Παράδειγµα 3.2.4 ΄Εστω n = 23 και d = 7. Τότε t = 3 και

|C| = 223

(
23
0

)
+

(
23
1

)
+

(
23
2

)
+

(
23
3

) =
223

1 + 23 + 253 + 1771

=
223

2048
=

223

211
= 212 = 4096.

Αυτό δείχνει ότι µπορεί να υπάρχει ένας τέλειος κώδικας µε n = 23 και d = 7.
Στην επόµενη παράγραφο ϑα δούµε ότι ένας τέτοιος κώδικας υπάρχει, δηλαδή ο
κώδικας Golay.

Ασκήσεις

3.2.5 ∆είξτε αυτό για n = 2r − 1,
(

n
0

)
+

(
n
1

)
= 2r.

3.2.6 Υπάρχουν τέλειοι κώδικες για τις παρακάτω τιµές των n και d:

(α΄). n = 15, d = 3

(ϐ΄). n = 31, d = 3

(γ΄). n = 15, d = 5

Τα δυνατά µήκη και αποστάσεις για ένα τέλειο κώδικα προσδιορίστηκαν από
τους Tietäväiren και van Lint το 1963. Η απόδειξη του αποτελέσµατος τους είναι
εκτός των σκοπών αυτών σηµειώσεων.

Θεώρηµα 3.2.7 Εάν ο C είναι ένας µη τετριµµένος τέλειος κώδικας µήκους n και
απόστασης d = 2t + 1, τότε είτε n = 23 και d = 7, είτε n = 2r − 1 για κάποιο r ≥ 2
και d = 3.

Εάν ένας γραµµικός κώδικας µήκους n έχει απόσταση d = 2t + 1, τότε από το
ϑεώρηµα 1.12.9, ο C ϑα διορθώνει όλα τα υποδείγµατα λάθους µε ϐάρος µικρότε-
ϱο ή ίσο του t = (d−1)/2. ΄Ετσι κάθε λέξη µήκους n και ϐάρους µικρότερου ή ίσου
του t είναι ένας οδηγός συµπλόκου. Υπάρχουν ακριβώς

(
n
0

)
+

(
n
1

)
+ ... +

(
n
t

)

τέτοιες λέξεις. Αλλά αυτό είναι ακριβώς το πλήθος των συµπλόκων εάν ο κώδικας
είναι τέλειος. Οπότε έτσι αποδείξαµε άλλο ένα ϑεώρηµα.
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Θεώρηµα 3.2.8 Εάν ο C είναι ένας τέλειος κώδικας µήκους n και απόστασης
d = 2t + 1, τότε ο C ϑα διορθώνει όλα τα υποδείγµατα λάθους µε ϐάρος µικρότερο
ή ίσο του t και κανένα άλλο υπόδειγµα λάθους.

Μπορούµε να ερµηνεύσουµε το ϑεώρηµα 3.2.8 λέγοντας ότι κάθε µια από τις
2n λέξεις του Kn ϐρίσκεται σε απόσταση t από µία ακριβώς κωδικολέξη. Αυτή η
ιδιότητα µας δίνει τη δυνατότητα να απαριθµήσουµε το πλήθος των κωδικολέξεων
ελαχίστου ή µηδενικού ϐάρους σ’ έναν τέλειο κώδικα.

΄Ενας τέλειος κώδικας ο οποίος διορθώνει όλα τα υποδείγµατα λάθους µε ϐάρος
µικρότερο ή ίσο του t ονοµάζεται τέλειος t−διόρθωσης λάθους κώδικας. Από το
ϑεώρηµα 3.2.7 οι µοναδικές δυνατές τιµές για το t είναι t = 1 και t = 3. Μελετάµε
την περίπτωση t = 1 στην επόµενη ενότητα.

3.3 Κώδικες Hamming

Τελικά ήρθε η στιγµή να σχεδιάσουµε έναν κώδικα. Θεωρούµε µία σπουδαία
οικογένεια κωδίκων οι οποίοι είναι εύκολοι στην κωδικοποίηση και αποκωδικο-
ποίηση και οι οποίοι διορθώνουν όλα τα λάθη µε ϐάρος 1.

΄Ενας κώδικας µε µήκος n = 2r − 1, r ≥ 2, που έχει parity check πίνακα
τον H, του οποίου οι γραµµές αποτελούνται από όλα τα µη µηδενικά διανύσµατα
µήκους r ονοµάζεται κώδικας Hamming µήκους 2r − 1.

Παράδειγµα 3.3.1 Μια δυνατότητα για έναν parity check πίνακα για έναν κώδι-
κα Hamming µήκους 7(r = 3) είναι :

H =




111
110
101
011
100
010
001




.

Από τον αλγόριθµο 2.5.7, ένας γεννήτορας πίνακας για τον κώδικα Hamming
µήκους 7 είναι ο :

G =




1000111
0100110
0010101
0001011


 .

΄Ετσι ο κώδικας έχει διάσταση 4 και περιέχει 24 = 16 κωδικολέξεις. Το ϑεώρηµα
2.9.1 µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να ϐρούµε την απόσταση του κώδικα, η
οποία είναι ίση µε 3. Ο ϐαθµός πληροφορίας είναι 4/7. Στην άσκηση 2.6.12,
κωδικοποιήσαµε µερικά µηνύµατα χρησιµοποιώντας αυτό τον κώδικα. Υπάρχουν
και άλλες πιθανότητες για τον parity check πίνακα ενός κώδικα Hamming µήκους
7, αλλά όλες παράγουν ισοδύναµους κώδικες.
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Επειδή ο parity check πίνακας H ενός κώδικα Hamming C περιέχει όλες τις
r γραµµές ϐάρους 1, οι r στήλες του H είναι γραµµικά ανεξάρτητες. ΄Ετσι ένας
κώδικας Hamming έχει διάσταση 2r − 1− r και περιέχει 22r−1−r κωδικολέξεις.

Καµία γραµµή του H δεν µπορεί να είναι η µηδενική λέξη, οπότε ο C έχει α-
πόσταση τουλάχιστον 2. ∆ύο γραµµές του H δεν είναι ποτέ ίσες οπότε δύο γραµµές
του H δεν είναι ποτέ γραµµικά εξαρτηµένες. Οπότε ο C έχει απόσταση τουλά-
χιστον 3. Επίσης ο H περιέχει τις γραµµές 100...0, 010...0 και 110...0, οι οποίες
σχηµατίζουν ένα γραµµικά εξαρτηµένο σύνολο. Οπότε, από το ϑεώρηµα 2.9.1,
ένας κώδικας Hamming έχει απόσταση d = 3.

Τώρα για n = 2r − 1 και d = 2t + 1 (οπότε t = 1),

2n

(
n
0

)
+ ... +

(
n
t

) =
2n

(
n
0

)
+

(
n
1

) =
22r−1

1 + n
=

22r−1

1 + 2r − 1
= 22r−1−r,

οπότε όλοι οι κώδικες Hamming είναι τέλειοι κώδικες. Από το ϑεώρηµα 3.2.8, οι
κώδικες Hamming είναι τέλειοι κώδικες διόρθωσης µοναδικού λάθους.

Είναι τετριµµένο να ϕτιάξουµε µια ΚΠΑ για έναν κώδικα Hamming. ΄Ολα τα
λάθη µε ϐάρος 1 διορθώνονται οπότε όλες οι λέξεις µήκους 2r − 1 και ϐάρου-
ς 1 είναι υποδείγµατα λάθους που διορθώνονται, οπότε πρέπει να είναι οδηγοί
συµπλόκου. Επειδή εάν e είναι ένα υπόδειγµα λάθους τότε το eH αθροίζει τις
γραµµές του parity check πίνακα H που αντιστοιχούν σε ϑέσεις που υπάρχουν
λάθη και επειδή ο H έχει 2r − 1 γραµµές, έχουµε την παρακάτω ΚΠΑ για έναν
κώδικα Hamming:

οδηγός συµπλόκου σύνδροµο
000...0 00...0
I2r−1 H

Παράδειγµα 3.3.2 Για τον κώδικα Hamming στο παράδειγµα 3.3.1 αποκωδι-
κοποιούµε την w = 1101001. Το σύνδροµο είναι wH = 011, το οποίο είναι η
τέταρτη γραµµή του H. Οπότε η οδηγός του συµπλόκου είναι I7 : u = 0001000.
Αποκωδικοποιούµε την w ως w + u = 1100001.

Ασκήσεις

3.3.3 Βρείτε ένα γεννήτορα πίνακα σε κανονική µορφή για έναν κώδικα H-
amming µήκους 15, και στη συνέχεια αποκωδικοποιείστε το µήνυµα
11111100000.

3.3.4 Κατασκευάστε µια ΚΠΑ για έναν κώδικα Hamming µήκους 7 και χρη-
σιµοποιείστε την για να αποκωδικοποιήσετε τις παρακάτω λέξεις :

(α΄). 1101011

(ϐ΄). 1111111

(γ΄). 0011010

(δ΄). 0101011
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(ε΄). 0100011

(ϛ΄). 0001011

3.3.5 Κατασκευάστε µια ΚΠΑ για έναν κώδικα Hamming µήκους 15 και χρη-
σιµοποιείστε την για να αποκωδικοποιήσετε τις παρακάτω λέξεις :

(α΄). 01010 01010 01000

(ϐ΄). 11110 00101 10110

(γ΄). 11100 01110 00111

(δ΄). 11100 10110 00000

(ε΄). 00011 10100 00110

(ϛ΄). 11001 11001 11000

3.3.6 ∆είξτε ότι καθένας από τους παρακάτω είναι ένας parity check πίνακας
για έναν κώδικα Hamming µήκους 7 και ότι και οι δύο κώδικες είναι
ισοδύναµοι µε εκείνον στο παράδειγµα 3.3.1.

H ′ =




001
010
011
100
101
110
111




H ′′ =




100
110
111
011
101
010
001




.

3.3.7 ∆είξτε ότι όλοι οι κώδικες Hamming ενός δοθέντος µήκους είναι ισοδύ-
ναµοι.

3.3.8 Είναι ο παρακάτω πίνακας ο αντίστροφος ενός parity check πίνακα για
έναν κώδικα Hamming µήκους 15;

HT =




10001 10111 01000
11100 10001 11110
01011 00101 11101
10001 01011 00111




3.3.9 ∆είξτε ότι ο κώδικας Hamming µήκους 2r − 1 για r = 2 είναι ο τετριµ-
µένος κώδικας.

3.3.10 Χρησιµοποιείστε τον κώδικα Hamming µήκους 7 στο Παράδειγµα 3.3.1
και τα µηνύµατα όπως κωδικοποιήθηκαν στην άσκηση 2.6.11. Αποκω-
δικοποιείστε το παρακάτω µήνυµα που παραλήφθηκε :

1010111, 0110111, 1000010, 0010101, 1001011, 0010000, 1111100.
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3.4 Εκτεταµένοι Κώδικες

Μερικές ϕορές η αύξηση του µήκους ενός κώδικα µε ένα ψηφίο, ή µερικές
ϕορές µε κάποια ψηφία, µας οδηγεί σ’ ένα νέο κώδικα µε αυξηµένες δυνατότητες
ανίχνευσης ή διόρθωσης λαθών οι οποίες αξίζουν το τίµηµα για ένα χαµηλότερο
ϐαθµό πληροφορίας. Μελετάµε µια απλή περίπτωση σε αυτήν την ενότητα.

΄Εστω C ένας γραµµικός κώδικας µήκους n. Ο κώδικας C∗ µήκους n + 1
που ϕτιάχνεται από τον C µε την προσθήκη ενός έξτρα ψηφίου σε κάθε κωδικο-
λέξη ώστε να πετύχουµε να έχουµε κάθε λέξη του νέου κώδικα µε άρτιο ϐάρος,
ονοµάζεται ο εκτεταµένος κώδικας ( extended code ) του C.

Στο παράδειγµα 1.3.3 ϕτιάξαµε τον εκτεταµένο κώδικα του K2 και ο (η) ανα-
γνώστης (-τρια) έκανε το ίδιο για τον K3 στην άσκηση 1.3.5.

Εάν ο αρχικός κώδικας C έχει έναν k × n γεννήτορα πίνακα G, τότε ο εκτετα-
µένος κώδικας C∗ έχει K × (n + 1) γεννήτορα πίνακα

H∗ = [G, b],

όπου η τελευταία στήλη b του G∗ έχει τοποθετηθεί έτσι ώστε κάθε γραµµή του G∗

να έχει άρτιο ϐάρος.
΄Ενας parity check πίνακας για τον G∗ µπορεί να κατασκευάζεται από τον

G∗ χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο 2.5.7. Αλλά υπάρχει και ένας πιο εύκολος
τρόπος εάν µας δίνουν έναν parity check πίνακα H για αρχικό κώδικα C. Σ’ αυτήν
την περίπτωση, ο εκτεταµένος κώδικας C∗ έχει parity check πίνακα

G∗ =
[

H j
0 1

]
,

όπου j είναι n × 1 στήλη από µονάδες. Παρατηρείστε ότι ο H∗ είναι ένας (n +
1)× (n + 1− k) πίνακας. Αφού ο H έχει τάξη n− k, η τελευταία γραµµή του H∗

έχει τάξη n− k + 1. Ακόµα,

G∗H∗ = [G, b]
[

H j
0 1

]
= [GH,Gj + b].

Τώρα GH = 0 και ο Gj αθροίζει τις µονάδες σε κάθε γραµµή του G. Από τον
ορισµό του b, έχουµε Gj + b = 0. Οπότε G∗H∗ = 0. Από το ϑεώρηµα 2.7.6 οι G∗

και H∗ είναι πράγµατι γεννήτορας και parity check πίνακες αντίστοιχα, για τον
γραµµικό κώδικα C∗.

Παράδειγµα 3.4.1 ΄Εστω C ο γραµµικός κώδικας µε γεννήτορα πίνακα

G =




10010
01001
00111


 .

Οπότε ο

G =




10
01
11
10
01
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είναι ο parity check πίνακας για τον C του αλγόριθµου 2.5.7. Οπότε πετυχαί-
νουµε τους παρακάτω γεννήτορα και parity check πίνακες για τον εκτεταµένο
κώδικα:

G∗ =




10010|0
01001|0
00111|1


 και H∗ =




10|1
01|1
11|1
10|1
01|1

−−−−
00|1




.

Εάν v είναι µία λέξη στον αρχικό κώδικα C και εάν V ∗ είναι η αντίστοιχη λέξη
στον εκτεταµένο κώδικα C∗ τότε :

wt(v∗) =
{

wt(v) εάν wt(v) είναι άρτιος
wt(v) + 1 εάν wt(v) είναι περιττός.

Οπότε εάν η απόσταση d του C είναι περιττή, τότε η απόσταση του C∗ είναι d + 1,
αλλά εάν η d είναι άρτια τότε η απόσταση του C∗ είναι d. Οπότε ένας εκτεταµένος
κώδικας είναι χρήσιµος όταν η d είναι περιττή, οπότε αυτός δε διορθώνει περισ-
σότερα λάθη από τον C αλλά ανιχνεύει ένα ακόµα λάθος. Σηµειώστε τότε, ότι δεν
έχει νόηµα να επεκτείνουµε ένα κώδικα δύο ϕορές.

Παράδειγµα 3.4.2 Υποθέστε ότι ο C έχει απόσταση d = 5. Οπότε ο C∗ έχει
απόσταση d∗ = 6. Από το ϑεώρηµα 1.11.14, ο C ανιχνεύει όλα τα µη µηδενικά
υποδείγµατα λάθους µε ϐάρος µικρότερο ή ίσο του d− 1 = 4 και ο C∗ ανιχνεύει
όλα τα µη µηδενικά υποδείγµατα λάθους µε ϐάρος µικρότερο ή ίσο του d∗ −
1 = 5. Από το ϑεώρηµα 1.12.9, ο C ανιχνεύει όλα τα υποδείγµατα λάθους µε
ϐάρος µικρότερο ή ίσο του b(d − 1)/2c = b4/2c = 2 και ο C∗ διορθώνει όλα τα
υποδείγµατα λάθους µε ϐάρος µικρότερο ή ίσο του b(d∗ − 1)/2c = b5/2c = 2.

Ασκήσεις

3.4.3 Βρείτε τους γεννήτορα και parity check πίνακες για έναν εκτεταµένο
κώδικα Hamming µήκους 8.

3.4.4 Κατασκευάστε µια ΚΠΑ για έναν εκτεταµένο κώδικα Hamming µήκους 8
και χρησιµοποιείστε τον για να αποκωδικοποιήσετε τις παρακάτω λέξεις :

(α΄). 10101010

(ϐ΄). 11010110

(γ΄). 11111111.

3.4.5 ∆είξτε ότι ένας εκτεταµένος κώδικας Hamming µήκους 8 είναι ένας αυ-
τοδυϊκός κώδικας, δηλαδή C = C⊥.

3.4.6 Βρείτε έναν τύπο για την απόσταση d∗ ενός εκτεταµένου κώδικα C∗

συναρτήσει της απόστασης του αρχικού κώδικα C.
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3.4.7 ΄Εστω C ένας κώδικας Hamming µήκους 15. Βρείτε το πλήθος των υ-
ποδειγµάτων λάθους τα οποία το ϑεώρηµα 1.11.14 µας ϐεβαιώνει ότι ο
εκτεταµένος κώδικας C∗ ϑα ανιχνεύσει και το πλήθος των υποδειγµάτων
λάθους τα οποία το ϑεώρηµα 1.12.9 µας ϐεβαιώνει ότι ο C∗ ϑα διορθώσει.
Πόσα υποδείγµατα λάθους διορθώνει ο C∗;

3.5 Ο Εκτεταµένος Κώδικας Golay

Σ’ αυτήν και στις επόµενες δύο ενότηες ϑα κατασκευάσουµε και ϑα αποκω-
δικοποιήσουµε δύο κώδικες οι οποίοι ϑα διορθώνουν λάθη µε ϐάρος µικρότερο
ή ίσο του 3. Ο εκτεταµένος κώδικας Golay, που ϑα µελετηθεί σε αυτήν και στην
επόµενη ενότητα, πράγµατι χρησιµοποιήθηκε στην αποστολή του Voyager, η ο-
ποία, στην αρχή του 1980, µας έστειλε πανέµορφες ϕωτογραφίες του ∆ία και του
Κρόνου.

΄Εστω B ένας 12× 12 πίνακας

B =




1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1
1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1
0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1
0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1
1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0




.

΄Εστω G είναι ο 12 × 24 πίνακας G = [I, B], όπου I είναι ο 12 × 12 ταυτοτικός
πίνακας. Ο γραµµικός κώδικας C µε γεννήτορα πίνακα G ονοµάζεται εκτεταµένος
κώδικας Golay και ϑα συµβολίζεται µε C24.

Για να αποµνηµονεύσετε τον B, παρατηρείστε ότι ο 11 × 11 πίνακας B1 που
προέρχεται από τον B όταν σβήσουµε την τελευταία γραµµή και στήλη, έχει κυ-
κλική κατασκευή. Η πρώτη γραµµή του B1 είναι η 11011100010. Η δεύτερη
γραµµή προέρχεται από την πρώτη µε µετάθεση κάθε ψηφίου µία ϑέση αριστερά
και ϕέρνοντας το πρώτο ψηφίο στο τέλος. Η τρίτη γραµµή προέρχεται από την
δεύτερη µε τον ίδιο τρόπο και συνεχίζουµε έτσι µε όλες τις γραµµές. ΄Ετσι ο B
µπορεί να αποµνηµονευτεί ως ο πίνακας

B =
[

B1 jT

j 0

]
,

όπου η j είναι η λέξη µήκους 11 και µε όλα 1. Με επιθεώρηση ϐλέπουµε ότι
BT = B, δηλαδή ο B είναι ένας συµµετρικός πίνακας.

Τώρα ϑα παραθέσουµε επτά σηµαντικά πράγµατα για τον εκτεταµένο κώδικα
Golay C24 µε γεννήτορα πίνακα τον G = [I, B]:



92 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3. Τ�ΕΛΕΙΟΙ ΚΑΙ ΣΧΕΤΙΚΟ�Ι Κ�Ω∆ΙΚΕΣ

(1) Ο C24 έχει µήκος n = 24, διάσταση k = 12 και 212 = 4096 κωδικολέξεις.
Αυτό είναι ϕανερό µετά από έλεγχο του G.

(2) ΄Ενας parity check πίνακας για το C24 είναι ο 24× 12 πίνακας
[

B
I

]

και αυτό προκύπτει από τον αλγόριθµο 2.5.7.

(3) ΄Αλλος parity check πίνακας για τον C24 είναι ο 24× 12 πίνακας

H =
[

I
B

]
.

Για να το δούµε αυτό, ας παρατηρήσουµε πρώτα ότι κάθε γραµµή του B έχει
περιττό ϐάρος (7 ή 11). ΄Ετσι το εσωτερικό γινόµενο κάθε γραµµής µε τον
εαυτό της είναι 1. Επίσης µε έναν απλό έλεγχο ϐλέπουµε ότι το εσωτερικό
γινόµενο της πρώτης γραµµής του B µε οποιαδήποτε άλλη γραµµή είναι 0.
Από την κυκλική κατασκευή του B1, προκύπτει ότι το εσωτερικό γινόµενο
δύο οποιονδήποτε διαφορετικών γραµµών του B είναι 0. Οπότε BBT = I.
΄Οµως BT = B, οπότε B2 = BBT και

GH = [I,B]
[

I
B

]
= I2 + B2 = I + BBT = I + I = 0.

Θα χρησιµοποιήσουµε και τους δύο parity check πίνακες για να αποκωδι-
κοποιήσουµε τον C24.

(4) Ακόµα άλλος ένας γεννήτορας πίνακας C24 είναι ο 12× 24 πίνακας [B, I].

(5) Ο C24 είναι αυτοδυϊκός, δηλαδή C24 = C⊥24.

(6) Η απόσταση του C είναι 8.

(7) Ο C24 είναι 3-διόρθωσης λάθους κώδικας.

Οι αποδείξεις των προτάσεων (4) και (5) Ϲητούνται στις ασκήσεις. Θα αποδεί-
ξουµε το (6), το οποίο επιπλέον περιέχει περισσότερες χρήσιµες πληροφορίες για
τον κώδικα C24. Η απόδειξη χωρίζετε σε τρία ϐήµατα.

Βήµα I Το ϐάρος µιας οποιασδήποτε λέξης του C24 είναι ένα πολλαπλάσιο του
4. Για να το δούµε αυτό παρατηρούµε κατ’αρχάς ότι οι γραµµές του G έχουν
ϐάρος 8 ή 12. ΄Εστω v είναι η λέξη του C24 η οποία είναι το άθροισµα v = ri + rj

δύο διαφορετικών γραµµών του G. Οι γραµµές του B είναι ορθογώνιες· έτσι οι
γραµµές του G είναι ορθογώνιες. Οπότε οι ri και οι rj έχουν άρτιο πλήθος, έστω
2x, των κοινών µονάδων. Οπότε το

wt(v) = wt(ri) + wt(rj)− 2(2x)

είναι ένα πολλαπλάσιο του 4.
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Ας υποθέσουµε τώρα ότι η λέξη v του C24 είναι το άθροισµα v = ri + rj +
rk τριών διαφορετικών γραµµών του G. ΄Εστω v1 = ri + rj . Αφού ο C24 είναι
αυτοδυϊκός, v1 και rk έχουν εσωτερικό γινόµενο 0 και έτσι έχουν ένα άρτιο πλήθος,
έστω 2y, των κοινών µονάδων. ΄Ετσι το

wt(v) = wt(v1) + wt(rk)− 2(2y)

είναι πολλαπλάσιο του 4. Συνεχίζοντας έτσι, (ακριβέστερα µε επαγωγή), ϐλέπουµε
ότι εάν η v του C24 είναι γραµµικός συνδυασµός των γραµµών του G, τότε το
wt(v) πρέπει να είναι πολλαπλάσιο του 4.

Βήµα II Οι πρώτες 11 γραµµές του G είναι κωδικολέξεις στο C24 µε ϐάρος 8,
οπότε η απόσταση του C24 πρέπει να είναι 4 ή 8.

Βήµα III Απαλείφουµε λέξεις µε ϐάρος 4 οι οποίες είναι κωδικολέξεις του C24.
΄Εστω v µία µη µηδενική κωδικολέξη στο C24 και υποθέτουµε ότι wt(v) = 4. Τότε
παίρνουµε v = u1[I, B] και v = u2[B, I] για κάποιες u1 και u2 (διότι και οι δύο,
[I,B] και [B, I] γεννούν τον C24) και wt(u1) ≤ 2 ή wt(u2) ≤ 2 (διότι το µισό του v
περιέχει το πολύ 2 άσους). Εντούτοις, κανένα άθροισµα µίας ή δύο γραµµών του
B δεν έχει ϐάρος το πολύ 3, οπότε wt(v) = wt(ui) + wt(uiB) > 4. Οπότε η v δεν
έχει ϐάρος 4.

Ασκήσεις

3.5.1 ∆είξτε ότι η λέξη µε µονάδες είναι στο C24. Συµπεράνατε ότι ο C24 δεν
περιέχει λέξεις µε ϐάρος 20.

3.5.2 ∆είξτε το (4) για τον C24.

3.5.3 ∆είξτε το (5) για τον C24.

3.5.4 Χρησιµοποιείστε το ϑεώρηµα 2.9.1 για να ϐεβαιωθείτε ότι ο C24 έχει
απόσταση 8.

3.6 Αποκωδικοποίηση του εκτεταµένου κώδικα Go-
lay

Θα ϐρούµε τώρα έναν αλγόριθµο για την ΗΑΜΠ για τον κώδικα C24. Σε όλη
την ενότητα, η w ϑα συµβολίζει την παραληφθείσα λέξη, η v την κοντινότερη
κωδικολέξη στην w και µε u το υπόδειγµα λάθους v + w. Για τον C24 ϑέλουµε
να διορθώσουµε όλα τα υποδείγµατα µε ϐάρος το πολύ 3, έτσι υποθέτουµε ότι
wt(u) ≤ 3. ΄Ενα κόµµα ϑα τοποθετηθεί µεταξύ των πρώτων 12 και των τελευταίων
12 ψηφίων κάθε λέξης του K24. Τα υποδείγµατα λάθους u ϑα δηλώνονται µε
[u1, u2], όπου u1 και u2 έχουν µήκος το καθένα ίσο µε 12. Ο σκοπός µας είναι να
ορίσουµε την οδηγό του συµπλόκου, u του συµπλόκου που περιέχει την w χωρίς
να πρέπει να αναφερόµαστε στην ΚΠΑ του C24.
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Επειδή υποθέτουµε ότι wt(u) ≤ 3, ϑα είναι είτε wt(u1) ≤ 1 είτε wt(u2) ≤ 1.
΄Εστω s1 είναι το σύνδροµο της w = v + u χρησιµοποιώντας τον parity check
πίνακα

H =
[

I
B

]
.

Τότε s1 = wH = [u1, u2]H = u1 + u2B. Οπότε εάν wt(u2) ≤ 1 τότε η s1

περιέχει είτε µία λέξη ϐάρους το πολύ 3 (εάν wt(u2) = 0) είτε µια γραµµή του
B µε το πολύ 2 από τα ψηφία του αλλαγµένα (εάν wt(u2) = 1). ΄Οµοια, εάν
wt(u1) ≤ 1 τότε το σύνδροµο

s2 = w

[
B
I

]
= u1B + u2

περιέχει είτε µία λέξη ϐάρους το πολύ 3 είτε µία γραµµή του B µε το πολύ 2 από
τα ψηφία του αλλαγµένα.

Σε κάθε περίπτωση, εάν η u έχει ϐάρος το πολύ 3 τότε εύκολα το ϐρίσκουµε,
διότι το πολύ 3 γραµµές ενός από τους 2 parity check πίνακες µπορούν να ϐρε-
ϑούν για να προστεθούν στο αντίστοιχο σύνδροµο. Χρησιµοποιώντας αυτήν την
παρατήρηση κατασκευάζουµε τον παρακάτω αλγόριθµο αποκωδικοποίησης. Θα
χρησιµοποιήσουµε ότι B2 = I και

s1 = u1 + u2B = wH

s2 = u1B + u2

= (u1 + u2B)B = s1B.

Για να αποφύγουµε τη χρήση και των δύο parity check πινάκων µέσα στον αλ-

γόριθµο ϑα χρησιµοποιήσουµε µονάχα τον H =
[

I
B

]
. Φυσικά µόλις, το u

προσδιοριστεί, η w αποκωδικοποιείται στην κωδικολέξη v = w + u. ei είναι η
λέξη µε µήκος 12 µε άσο στην i-οστή ϑέση και µηδέν αλλού και bi είναι η i-οστή
γραµµή του B.

Αλγόριθµος 3.6.1 ΗΑΜΠ για τον C24).

1. Υπολογίστε το σύνδροµο s = wH.

2. Εάν wt(s) ≤ 3 τότε u = [s, 0].

3. Εάν wt(s + bi) ≤ 2 για κάποια γραµµή bi του B τότε u = [s + bi, ei].

4. Υπολογίστε το δεύτερο σύνδροµο sB.

5. Εάν wt(sB) ≤ 3 τότε u = [0, sB].

6. Εάν wt(sB + bi) ≤ 2 για κάποια γραµµή bi του B τότε u = [ei, sB + bi].

7. Εάν η u δεν έχει ακόµα προσδιοριστεί τότε Ϲητήστε αναµετάδοση.
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Ο παραπάνω αλγόριθµος απαιτεί το πολύ 26 υπολογισµούς ϐαρών στη διαδι-
κασία αποκωδικοποίησης. (Φυσικά, όταν η u προσδιοριστεί, τότε δεν απαιτείται
επιπλέον ϐήµατα να γίνουν).

Παράδειγµα 3.6.2 Αποκωδικοποιούµε την w = 101111101111, 010010010010.
Το σύνδροµο είναι

s = wH = 101111101111 + 001111101110

= 100000000001,

το οποίο έχει ϐάρος 2. Επειδή wt(s) ≤ 3, ϐρίσκουµε ότι

u = [s, 0] = 100000000001, 000000000000

και συµπεραίνουµε ότι η

v = w + u = 001111101110, 010010010010

είναι η κωδικολέξη που µας αποστάλθηκε .

Επειδή ο G = [I, B] είναι σε κανονική µορφή και κάθε λέξη στο K12 µπορεί
να κωδικοποιηθεί ως ένα µήνυµα (ο C24 έχει διάσταση 12), το µήνυµα που απο-
στάλθηκε εµφανίζεται στα πρώτα 12 ψηφία της αποκωδικοποιηµένης λέξης v. Στο
παράδειγµα 3.6.2 το µήνυµα 001111101110 είχε αποσταλλεί.

Παράδειγµα 3.6.3 Αποκωδικοποιούµε την w = 001001001101, 101000101000.
Το σύνδροµο είναι

s = wH = 001001001101 + 111000000100 = 110001001001,

το οποίο έχει ϐάρος 5. Προχωρώντας στο ϐήµα 3 του αλγορίθµου 3.6.1, υπολογί-
Ϲουµε τα

s + b1 = 000110001100
s + b2 = 011111000010
s + b3 = 101101011110
s + b4 = 001001100100
s + b5 = 000000010010.

Επειδή wt(s + b5) ≤ 2, ϐρίσκουµε ότι

u = [s + b5, e5] = 000000010010, 000010000000

και συµπεραίνουµε ότι η

v = w + u = 001001011111, 101010101000

είναι η αποσταλθείσα κωδικολέξη.
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Παράδειγµα 3.6.4 Αποκωδικοποιούµε την w = 000111000111, 011011010000.
Το σύνδροµο είναι

s = wH = u1 + u2B

= 000111000111 + 101010101101

= 101101101010,

η οποία έχει ϐάρος 7. Προχωρώντας στο ϐήµα 3, ϐρίσκουµε wt(s + bi) ≥ 3 για
κάθε γραµµή bi του B. Συνεχίζοντας στο ϐήµα 4,· το δεύτερο σύνδροµο είναι

sB = 111001111101,

η οποία έχει ϐάρος 9. Προχωρώντας στο ϐήµα 5 υπολογίζουµε

sB + b1 = 001110111000
sB + b2 = 010111110110
sB + b3 = 100101101010
sB + b4 = 000001010000.

Επειδή wt(sB + b4) ≤ 2, ϐρίσκουµε ότι

u = [e4, sB + b4] = 000100000000, 000001010000

και συµπεραίνουµε ότι

v = w + u = 000011000111, 011010000000

είναι η κωδικολέξη που µας αποστάλθηκε.

Ασκήσεις

3.6.5 ΄Εστω ο κώδικας C24. Αποκωδικοποιείστε εάν είναι δυνατό κάθε µία από
τις παρακάτω παραλειφθήσεις λέξεις w.

(α΄). 111 000 000 000, 011 011 011 011

(ϐ΄). 111 111 000 000, 100 011 100 111

(γ΄). 111 111 000 000, 101 011 100 111

(δ΄). 111 111 000 000, 111 000 111 000

(ε΄). 111 000 000 000, 110 111 001 101

(ϛ΄). 110 111 001 101, 111 000 000 000

(Ϲ΄). 000 111 000 111, 101 000 101 101

(η΄). 110 000 000 000, 101 100 100 000

(ϑ΄). 110 101 011 101, 111 000 000 000
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3.6.6 Βρείτε το πιο πιθανό υπόδειγµα λάθους για κάθε λέξη µε τις παρακάτω
συνδροµές

(α΄). s1 = 010010000000, s2 = 011111010000

(ϐ΄). s1 = 010010100101, s2 = 001000110000

(γ΄). s1 = 111111000101, s2 = 111100010111

(δ΄). s1 = 111111111011, s2 = 010010001110

(ε΄). s1 = 001101110110, s2 = 111110101101

(ϛ΄). s1 = 010111111001, s2 = 100010111111.

3.6.7 ∆είξτε εάν το s ή το sB έχει ϐάρος 4 τότε η ΗΑΜΠ απαιτεί την επαναπο-
στολή της λέξεως.

3.7 Ο κώδικας Golay

΄Ενας άλλος ενδιαφέρον 3- κώδικας διόρθωσης λαθών µπορεί να δηµιουργηθεί
µε κουτσούρεµα του C24, δηλαδή µε απόσπαση ενός ψηφίου από κάθε λέξη του
C24. Το ίδιο ψηφίο πρέπει να αποσπαστεί από κάθε λέξη. Θα αποσπάσουµε το
τελευταίο ψηφίο.

΄Εστω B̂ είναι ο 12× 11 πίνακας που προέρχεται από τον πίνακα B σβήνοντας
την τελευταία στήλη. ΄Εστω G είναι ο 12× 23 πίνακας G = [I12, B̂]. Ο γραµµικός
κώδικας µε γεννήτορα πίνακα τον G λέγεται κώδικας Golay και συµβολίζεται µε
C23. Ο κώδικας Golay έχει µήκος n = 23, διάσταση k = 12 και περιέχει 212 =
4096 κωδικολέξεις. Σηµειώστε ότι ο εκτεταµένος κώδικας C∗23 είναι πράγµατι ο
C24. Ο C23 έχει απόσταση 7. Αυτό ϕαίνεται εύκολα από το γεγονός ότι C∗23 = C24

(ϐλέπε άσκηση 3.4.6), αλλά µπορούµε να δείξουµε χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα
3.2.8 ή µε µετατροπή της απόδειξης ότι ο C24 έχει απόσταση 8.

Ο κώδικας Golay C23 είναι ένας τέλειος κώδικας (παράδειγµα 3.2.4) και ϑα
διορθώσει όλα τα υποδείγµατα λάθους µε ϐάρος 3 ή µικρότερο και κανένα άλλο
(ϑεώρηµα 3.2.8). Οπότε κάθε ληφθείσα λέξη w έχει το πολύ απόσταση 3 από
ακριβώς µία κωδικολέξη. Οπότε εάν κολλήσουµε το ψηφίο 0 ή 1 στην w σχη-
µατίζοντας την w0 ή την w1 αντίστοιχα, µε τρόπο ώστε η προκύπτουσα λέξη να
έχει περιττό ϐάρος, τότε η προκύπτουσα λέξη έχει απόσταση το πολύ 3 από µία
κωδικολέξη c του C24 (ϐλέπε άσκηση 3.7.8). Αποκωδικοποιώντας τη c µε τον αλ-
γόριθµο 3.6.1 και αποσπώντας το τελευταίο ψηφίο από τη c, παίρνουµε την πιο
κοντινή κωδικολέξη στην w του C23.

Αλγόριθµος 3.7.1 (Αλγόριθµος αποκωδικοποίησης για τον κώδικα Golay).

1. Σχηµατίστε την w0 ή την w1, όποια έχει περιττό ϐάρος.

2. Αποκωδικοποιείστε wi (i είναι 0 ή 1) χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο 3.6.1
σε µία κωδικολέξη c του C24.
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3. Αποσπάστε το τελευταίο ψηφίο από το c.

Στην πράξη η παραληφθείσα λέξη w είναι συνήθως µία κωδικολέξη, όµως η wi
που πήραµε στο ϐήµα 1 δεν είναι ποτέ µία κωδικολέξη (Γιατί ;). Εάν η w είναι
µία κωδικολέξη τότε το σύνδροµο της wi είναι η τελευταία γραµµή του H (Γιατί ;)
οπότε αυτό µπορεί εύκολα να διαπιστωθεί πριν ξεκινήσουµε τον αλγόριθµο 3.6.1.

Παράδειγµα 3.7.2 Αποκωδικοποιούµε την w = 001001001001, 11111110000. Ε-
πειδή η w έχει περιττό ϐάρος, σχηµατίζουµε την w0 = 001001001001, 111111100000.
Τότε s1 = 100010111110. Επειδή s1 = b6 + e9 + e12, η w0 κωδικοποιείται ως
001001000000, 111110100000 και άρα η w αποκωδικοποιείται ως 001001000000,
11111010000.

Ασκήσεις

3.7.3 Αποκωδικοποιείστε κάθε µία από τις παρακάτω παραληφθείσες λέξεις
που κωδικοποιήθηκαν µε χρήση του C23.

(α΄). 101011100000, 10101011011

(ϐ΄). 101010000001, 11011100010

(γ΄). 100101011000, 11100010000

(δ΄). 011001001001, 01101101111.

3.7.4 ∆είξτε ότι ο C23 έχει απόσταση d = 7.

3.7.5 Βρείτε την αξιοπιστία του C23 όταν µεταδίδεται µέσω ενός ∆ΣΚ µε πιθα-
νότητα p.

3.7.6 Προσδιορίστε ποιος από τους C23 ή C24 έχει µεγαλύτερη αξιοπιστία.
Χρησιµοποιείστε το ίδιο ∆ΣΚ και για τους δύο.

3.7.7 Χρησιµοποιείστε το γεγονός ότι κάθε λέξη µε ϐάρος 4 έχει απόσταση 3
από µία ακριβώς κωδικολέξη (γιατί ;) για να απαριθµήσετε το πλήθος των
κωδικολέξεων ϐάρους 7 στον κώδικα Golay (Υπόδειξη : Για κάθε κωδικο-
λέξη c, το πλήθος των λέξεων που έχουν ϐάρος 4 και απόσταση 3 από τη
c είναι

(
7
3

)
).

3.7.8 Χρησιµοποιείστε την άσκηση 3.7.7, για να δείξετε ότι ο C24 περιέχει
ακριβώς 759 κωδικολέξεις ϐάρους 8.

3.7.9 Χρησιµοποιείστε τις ασκήσεις 3.5.1 και 3.7.8 για να διαπιστώσετε τον
πίνακα κατανοµής ϐαρών που ακολουθεί :

ϐάρος 0 4 8 12 16 20 24
αριθµός λέξεων 1 0 759 2576 759 0 1
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3.7.10 ΄Εστω w είναι µια παραληφθείσα λέξη που αποκωδικοποιήθηκε µε χρή-
ση τον C23. Καλούµε ένα ψηφίο i (0 ή 1) στο w για να σχηµατίσουµε µία
λέξη wi περιττού ϐάρους. ∆είξτε ότι η wi απέχει απόσταση το πολύ 3 από
µία κωδικολέξη του C24. (Υπόδειξη : όλες οι λέξεις στο C24 έχουν άρτιο
ϐάρος).

3.8 Κώδικες Reed-Muller

Σ’ αυτήν την ενότητα ϑα ϑεωρήσουµε µία άλλη σηµαντική κλάση κωδίκων που
περιέχουν τον εκτεταµένο κώδικα Hamming που συζητήσαµε νωρίτερα. Ο r-οστής
τάξης κώδικας Reed-Muller µε µήκος 2m ϑα συµβολίζεται µε RM(r,m), 0 ≤ r ≤
m. ∆ίνουµε έναν αναδροµικό ορισµό αυτών των κωδίκων

(1) RM(0,m) = {00...0, 11...1}, RM(m,m) = K2m

(2) RM(r,m) = {(x, x + y)|x ∈ RM(r,m − 1), y ∈ RM(r − 1,m − 1)}, 0 <
r < m.

Οπότε ο RM(m,m) είναι όλες οι λέξεις µήκους 2m και RM(0,m) είναι η λέξη µε
όλα άσους (και η µηδενική λέξη).

Παράδειγµα 3.8.1

RM(0, 0) = {0, 1}
RM(0, 1) = {00, 11}, RM(1, 1) = K2 = {00, 01, 10, 11}
RM(0, 2) = {0000, 1111}, RM(2, 2) = K4

RM(1, 2) = {(x, x + y)| x ∈ {00, 01, 10, 11}, y ∈ {00, 11}}

Αντί να χρησιµοποιούµε την παραπάνω περιγραφή του κώδικα, ϑα δώσουµε
µ·ια αναδροµική κατασκευή για τον γεννήτορα πίνακα του RM(r,m), ο οποίος
ϑα συµβολίζεται µε G(r,m). Για 0 < r < m, ορίζουµε G(r,m) µε

G(r,m) =
[

G(r,m− 1) G(r,m− 1)
0 G(r − 1, m− 1)

]

Για r = 0 ορίζουµε
G(0,m) = [11...1]

και για r = m, ορίζουµε

G(m,m) =
[

G(m− 1,m)
0...01

]
.

Παράδειγµα 3.8.2 Οι γεννήτορες πίνακες για τον RM(0, 1) και RM(1, 1) είναι
οι

G(0, 1) = (1, 1) και G(1, 1) =
[

1 1
0 1

]
.
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Παράδειγµα 3.8.3 ΄Εστω m = 2, τότε το µήκος είναι 4 = 22 και για r = 1, 2
έχουµε

G(1, 2) =
[

G(1, 1) G(1, 1)
0 G(0, 1)

]
, G(2, 2) =

[
G(1, 2)
0001

]
.

Χρησιµοποιώντας το παράδειγµα 3.8.2 έχουµε,

G(1, 2) =




11 11
01 01
00 11


 , G(2, 2) =




1111
0101
0011
0001


 .

Παράδειγµα 3.8.4 Για m = 3, m = 23 = 8, έχουµε

G(0, 3) = (11111111), G(3, 3) =
[

G(2, 3)
00000001

]

G(1, 3) =
[

G(1, 2) G(1, 2)
0 G(0, 2)

]
, G(2, 3) =

[
G(2, 2) G(2, 2)

0 G(1, 2)

]
.

Τότε χρησιµοποιώντας το παράδειγµα 3.8.3 έχουµε

G(1, 3) =




1111 1111
0101 0101
0011 0011
0000 1111


 .

Ασκήσεις

3.8.5 Βρείτε τον γεννήτορα πίνακα G(2, 3).

3.8.6 Βρείτε τον γεννήτορα πίνακα G(r, 4) για τους κώδικες RM(r, 4) για
r = 0, 1, 2.

Με τον αναδροµικό ορισµό που είδαµε είναι απλό πράγµα να αποδείξουµε µε
επαγωγή τις ϐασικές ιδιότητες ενός κώδικα Reed-Muller.

Θεώρηµα 3.8.7 Ο r-οστής τάξης Reed-Muller κώδικας RM(r,m) που ορίστηκε
παραπάνω έχει τις ακόλουθες ιδιότητες :

(1) µήκος n = 2m

(2) απόσταση d = 2m−r

(3) διάσταση k =
∑r

i=0

(
m
i

)

(4) ο RM(r − 1,m) περιέχεται στο RM(r,m), r > 0

(5) ο δυϊκός του κώδικας είναι ο RM(m− 1− r,m), r < m.
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Απόδειξη: Οι αποδείξεις των παραπάνω δηλώσεων χρησιµοποιούν επαγωγή. Το
αφήσαµε ως µία άσκηση για να δείξουµε ότι αυτό το ϑεώρηµα ισχύει για όλους
τους RM(r,m) κώδικες για m = 1, 2, 3, 4. Επίσης σηµειώνουµε ότι οι παραπάνω
ισχυρισµοί είναι προφανώς αληθινοί για r = 0 και r = m.

Κατ’αρχάς ϑέλουµε να δείξουµε ότι RM(r− 1,m) ⊆ RM(r,m). Αρχίζουµε µε

G(1,m) =
(

G(1,m− 1) G(1,m− 1)
0 G(0,m− 1)

)
.

Επειδή 1 είναι πάνω στη γραµµή του G(1,m − 1), τότε το διάνυσµα από άσου-
ς (1,1) είναι πάνω στην πρώτη γραµµή του (G(1,m − 1), G(1,m − 1)). Οπότε
RM(0,m) = {0,1} είναι υποσύνολο του RM(1,m).

Γενικά επειδή ο G(r − 1,m− 1) είναι ένας υποπίνακας του G(r,m− 1) και ο
G(r − 2,m− 1) είναι ένας υποπίνακας του G(r − 1,m− 1) έχουµε εύκολα ότι ο

G(r − 1,m) =
(

G(r − 1,m− 1) G(r − 1,m− 1)
0 G(r − 2,m)

)

είναι ένας υποπίνακας του G(r,m) και έτσι RM(r− 1,m) είναι ένας υποκώδικας
του RM(r,m).

Στη συνέχεια ϐρίσκουµε την απόσταση d = 2m−r για τον RM(r,m), µε επα-
γωγή στο r.

Επειδή RM(r,m) = {(x, x + y)|x ∈ RM(r,m − 1), y ∈ RM(r − 1,m − 1)}
και RM(r − 1,m − 1) ⊆ RM(r,m− 1) τότε x + y ∈ RM(r,m− 1) και άρα εάν
x 6= y, τότε παίρνουµε από την επαγωγική υπόθεσή µας wt(x + y) ≥ 2m−1−r.
Επίσης wt(x) ≥ 2m−1−r. Οπότε wt(x, x+y) = wt(x+y)+wt(x) ≥ 2 ·2m−1−r =
2m−r. Εάν x = y, τότε (x, x + y) = (y, 0) όµως y ∈ RM(r − 1,m − 1) και έτσι
wt(y, 0) = wt(y) ≥ 2m−1−(r−1) = 2m−r.

Από τον ορισµό του G(r,m), έχουµε

dim RM(r,m) = dim RM(r,m− 1) + dim RM(r − 1,m− 1)

=
r∑

i=0

(
m− 1

i

)
+

r−1∑

i=0

(
m− 1

i

)

=
r∑

i=1

((
m− 1

i

)
+

(
m− 1
i− 1

))
+

(
m− 1

0

)
.

Επειδή
(

m
i

)
=

(
m−1

i

)
+

(
m−1
i−1

)
και

(
m−1

0

)
= 1 =

(
m
0

)
έχουµε,

dim RM(r,m) =
r∑

i=0

(
m

i

)
.

Τελικά έστω

RM(r,m) = {(x, x + y)|x ∈ RM(r,m− 1), y ∈ RM(r − 1,m− 1)}
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και έστω

RM(m−r−1,m) = {(x′, x′+y′)|x′ ∈ RM(m−r−1,m−1), y′ ∈ RM(m−r−2,m−1)}.

Με επαγωγή ο δυϊκός του RM(r,m − 1) είναι ο RM(m − r − 2,m − 1) και ο
δυϊκός του RM(r − 1,m− 1) είναι ο RM(m− r − 1,m− 1) οπότε x · y′ = 0 και
x′ · y = 0. Επίσης επειδή RM(r − 1,m− 1) ⊆ RM(r,m− 1), y · y′ = 0. Οπότε

(x, x + y) · (x′, x′ + y′) = (x + y) · (x′ + y′) + x · x′
= 2(x · x′) + x · y′ + y · x′ + y · y′
= 0.

Βλέπουµε ότι κάθε διάνυσµα του RM(r,m) είναι ορθογώνιο µε κάθε διάνυσµα
του RM(m− r − 1,m). Επειδή

dim RM(r,m) + dim RM(m− r − 1,m) =
r∑

i=0

(
m

i

)
+

m−r−1∑

i=0

(
m

i

)

=
∑

i=0

r

(
m

m− i

)
+

m−r−1∑

j=0

(
m

j

)

=
j=0∑
m

(
m

j

)
= 2m

ο RM(m− r − 1,m) κώδικας είναι ο δυϊκός του RM(r,m) κώδικα.

Ασκήσεις

3.8.8 ∆είξτε ότι το ϑεώρηµα 3.8.7 ισχύει για τους κώδικες RM(r,m), 1 ≤ m ≤
4, που κατασκευάστηκαν στα παραδείγµατα 3.8.1, 3.8.3, 3.8.4 και στις
ασκήσεις 3.8.5 και 3.8.6.

Θεωρούµε τον κώδικα Reed-Muller πρώτης τάξης RM(1,m). Σηµειώστε ότι ο
RM(m − 2,m) έχει διάσταση 2m − m − 1 και έχει απόσταση 4, µήκος 2m και
εποµένως είναι ένας εκτεταµένος κώδικας Hamming. Από το ϑεώρηµα 3.8.7 ο
RM(1, m) είναι ο δυϊκός αυτού του εκτεταµένου κώδικα Hamming. Θα παρου-
σιάσουµε έναν αλγόριθµο αποκωδικοποίησης για αυτόν τον κώδικα ο οποίος είναι
αρκετά αποτελεσµατικός. Για αλγόριθµο αποκωδικοποίησης στη γενική περίπτω-
ση RM(r,m) ϑα κάνουµε λόγο στο κεφάλαιο 9.

Σηµειώστε ότι ο RM(1,m) κώδικας είναι ένας µικρός κώδικας µε µεγάλη ελά-
χιστη απόσταση, οπότε ένας καλός αλγόριθµος αποκωδικοποίησης είναι πράγµατι
αρκετά στοιχειώδης : για κάθε παραληφθείσα λέξη w, ϐρείτε την κωδικολέξη του
RM(1, m) κοντινότερα στην w. Αυτό µπορεί να γίνει πολύ αποτελεσµατικά.
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Παράδειγµα 3.8.9 ΄Εστω m = 3 και ϑεωρούµε τον RM(1, 3) κώδικα ο οποίος
έχει µήκος 8 = 23 και 16 = 23+1 κωδικολέξεις. Η ελάχιστη απόσταση είναι 4.
΄Εστω

G(1, 3) =




1111 1111
0101 0101
0011 0011
0000 1111




Σηµειώστε ότι εάν w παραλήφθηκε και d(w, c) < 2 τότε η w αποκωδικοποιείται µε
c αλλά εάν d(w, c) > 6, τότε d(w,1 + c) < 2 και η w αποκωδικοποιείται µε 1 + c.
(Σηµειώστε ότι η 1 είναι µία κωδικολέξη). Για παράδειγµα, εάν w = 10001111
παραλήφθηκε τότε η c = 00001111 είναι η κοντινότερη κωδικολέξη. Εάν η w =
(10101011) παραλήφθηκε και ϐρίσκουµε c = (01010101) µε d(w, c) > 6, τότε η
c + 1 = 10101010 είναι η κοντινότερη κωδικολέξη. ΄Ετσι πρέπει να ελέγξουµε το
πολύ τις µισές λέξεις του RM(1,m).

Πράγµατι, υπάρχουν πολύ αποτελεσµατικοί µέθοδοι πινάκων για να υπολογί-
σουµε αυτές τις αποστάσεις αλλά δε ϑα τις δούµε εδώ.

Ασκήσεις

3.8.10 ΄Εστω G(1, 3) είναι ο γεννήτορας πίνακας για τον RM(1, 3) κώδικα.
Προσπαθήστε να αποκωδικοποιήσετε τις παρακάτω παραληφθείσες λέ-
ξεις.

(α΄). 0101 1110

(ϐ΄). 0110 0111

(γ΄). 0001 0100

(δ΄). 1100 1110.

3.8.11 ΄Εστω G(1, 4) είναι ο γεννήτορας πίνακας για τον RM(1, 4) κώδικα. Α-
ποκωδικοποιείστε τις παρακάτω παραληφθείσες λέξεις

(α΄). 1011 0110 0110 1001

(ϐ΄). 1111 0000 0101 1111

3.9 Ταχεία αποκωδικοποίηση για τους RM(1,m)

Σ’ αυτήν την ενότητα παρουσιάζουµε εν συντοµία και χωρίς απόδειξη µία πολύ
αποτελεσµατική αποκωδικοποίηση για τους RM(1,m) κώδικες. Χρησιµοποιεί το
γρήγορο µετασχηµατισµό Hadamard Transformγια να ϐρει την κοντινότερη κω-
δικολέξη. Κατ’αρχάς είναι ανάγκη να εισάγουµε τον πολλαπλασιασµό Kronecher
για τους πίνακες.

Ορίζουµε A×B = [aijB]· δηλαδή το στοιχείο aij του A αντικαθίστεται µε τον
πίνακα aijB.
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Παράδειγµα 3.9.1 ΄Εστω H =
[

1 1
1 −1

]
I2 =

[
1 0
0 1

]
τότε

I2 ×H =




1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1




H × I2 =




1 0 1 0
0 1 0 1

1 0 −1 0
0 1 0 −1




.

Τώρα ϑα ϑεωρήσουµε µία ακολουθία από πίνακες που ορίζονται ως εξής :

Hi
m = I2m−i ×H × I2i−1

για i = 1, 2, ..., m, όπου H είναι όπως στο παράδειγµα 3.9.1.

Παράδειγµα 3.9.2 ΄Εστω m = 2. Τότε

H1
2 = I2 ×H × I1 = I2 ×H

H2
2 = I1 ×H × I2 = H × I2

(ϐλέπε και παράδειγµα 3.9.1).

Παράδειγµα 3.9.3 ΄Εστω m = 3 τότε

H1
3 = I4 ×H × I1 =




1 1 0 0 0 0 0 0
1 −1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 −1




H2
3 = I2 ×H × I2 =




1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0 0 0
0 1 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 −1 0
0 0 0 0 0 1 0 −1
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H3
3 = H × I4 =




1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

1 0 0 0 −1 0 1 0
0 1 0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0 0 −1




.

Η αναδροµική ϕύση της κατασκευής των RM(1,m) κωδίκων υποδηλώνει ότι
υπάρχει επίσης µια προσέγγιση στην αποκωδικοποίηση. Αυτή είναι η διαισθητική
ϐάση για την κατασκευή του παρακάτω αλγόριθµου αποκωδικοποίησης για τον
RM(1,m).

Αλγόριθµος 3.9.4 Υποθέστε ότι η w παραλαµβάνεται και ότι ο G(1,m) είναι ο
γεννήτορας πίνακας για τον RM(1,m) κώδικα

(1) αντικαθιστούµε τα 0 και −1 στην w και σχηµατίζουµε την w

(2) υπολογίζουµε τις w1 = wH1
m και wi = wi−1H

i
m για i = 2, 3, ..., m.

(3) Βρίσκουµε τη ϑέση j του µεγαλύτερου αριθµού (κατά απόλυτη τιµή) του
wm.

΄Εστω v(j) ∈ Km είναι η δυαδική αναπαράσταση του j (τα ψηφία µικρής
τάξης να είναι πρώτα). Τότε εάν η j-οστή ϑέση του wm περιέχει ϑετικό αριθµό,
το απεσταλµένο µήνυµα είναι (1, v(j)), ενώ εάν περιέχει αρνητικό αριθµό τότε το
απεσταλµένο µήνυµα είναι (0, v(j)).

Παράδειγµα 3.9.5 ΄Εστω m = 3 και G(1, 3) είναι ο γεννήτορας πίνακας για τον
RM(1, 3) (ϐλέπε παράδειγµα 3.8.9). Εάν η w = 10101011 παραλείφθηκε, τότε
σχηµατίζουµε την w = (1,−1, 1,−1, 1,−1, 1, 1). Υπολογίζουµε:

w1 = wH1
3 = (0, 2, 0, 2, 0, 2, 2, 0)

w2 = w1H
2
3 = (0, 4, 0, 0, 2, 2,−2, 2)

w3 = w2H
3
3 = (2, 6,−2, 2,−2, 2, 2,−2)

(δείτε παράδειγµα 3.9.2 για H1
3 ,H2

3 ,H3
3 ).

Το µεγαλύτερο στοιχείο του w3 είναι 6 και εµφανίζεται στη ϑέση 1. Επειδή
v(1) = 100 και 6 > 0, το απεσταλµένο µήνυµα είναι m = (1100).

Υποθέστε w = (10001111). Τότε w = (1,−1,−1,−1, 1, 1, 1, 1) και

w1 = wH1
3 = (0, 2,−2, 0, 2, 0, 2, 0)

w2 = w1H
2
3 = (−2, 2, 2, 2, 4, 0, 0, 0)

w3 = w2H
2
3 = (2, 2, 2, 2,−6, 2, 2, 2)



106 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3. Τ�ΕΛΕΙΟΙ ΚΑΙ ΣΧΕΤΙΚΟ�Ι Κ�Ω∆ΙΚΕΣ

το µεγαλύτερο στοιχείο του w είναι −6 και εµφανίζεται στη ϑέση 4. Επειδή v(4) =
001 και −6 < 0 το απεσταλµένο µήνυµα είναι m = (0001).

Ασκήσεις

3.9.6 Αποκωδικοποιείστε τις παραληφθείσες λέξεις στην άσκηση 3.8.10 χρη-
σιµοποιώντας τον αλγόριθµο 3.9.4 (και το παράδειγµα 3.9.2).

3.9.7 Υπολογίστε τα Hi
4 για i = 1, 2, 3, 4.

3.9.8 Αποκωδικοποιείστε τις παραληφθείσες λέξεις στην άσκηση 3.8.11 χρη-
σιµοποιώντας τον αλγόριθµο 3.9.4 (και την άσκηση 3.9.6).



Κεφάλαιο 4

Κυκλικοί Γραµµικοί Κώδικες

4.1 Πολυώνυµα και Λέξεις

Θα µας είναι χρήσιµο να αναπαραστήσουµε τους κυκλικούς κώδικες µε την
ϐοήθεια των πολυωνύµων. Γι’ αυτό το λόγο ϑα αναφέρουµε, εν συντοµία, κάποιες
αναγκαίες γνώσεις για πολυώνυµα (µίας µεταβλητής).

΄Ενα πολυώνυµο ϐαθµού n υπέρ του K είναι ένα πολυώνυµο της µορφής a0 +
alx + ... + anxn όπου οι συντελεστές a0, ..., an είναι στοιχεία του K. Το σύνολο
όλων των πολυωνύµων υπέρ του K συµβολίζεται µε K[x]. Τα στοιχεία του K[x] ϑα
συµβολίζονται µε f(x), g(x), p(x) κ.ο.κ.

Τα πολυώνυµα υπέρ του K προστίθονται και πολλαπλασιάζονται ως συνήθως
λαµβάνοντας υπόψη ότι, επειδή 1 + 1 = 0, έχουµε ότι xk + xk = 0. Αυτό σηµαίνει
ότι ο ϐαθµός του f(x) + g(x) δεν είναι απαραίτητα ο max{deg f(x), deg g(x)}.
Παράδειγµα 4.1.1 ΄Εστω f(x) = 1 + x + x3 + x4, g(x) = x + x2 + x3 και
h(x) = 1 + x2 + x4. Τότε :

(α΄). f(x) + g(x) = 1 + x2 + x4·

(ϐ΄). f(x) + h(x) = x + x2 + x3·

(γ΄).

f(x)g(x) = (x + x2 + x3) + x(x + x2 + x3) + x3(x + x2 + x3) +
x4(x + x2 + x3)

= x + x7.

Ασκήσεις

4.1.2 Βρείτε το άθροισµα και το γινόµενο σε κάθε ένα από τα παρακάτω Ϲεύγη
πολυωνύµων υπέρ του K:

107
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(α΄). f(x) = x5 + x6 + x7, h(x) = 1 + x2 +3 +x4,

(ϐ΄). f(x) = 1 + x2 + x3 + x8 + x13, h(x) = 1 + x3 + x9,

(γ΄). f(x) = 1 + x, h(x) = 1 + x + x2 + x3 + x4.

4.1.3 ΄Εστω f(x) = 1 + x. Βρείτε :

(α΄). (f(x))2

(ϐ΄). (f(x))3

(γ΄). (f(x))4.

4.1.4 Επαναλάβετε την άσκηση 4.1.3 για f(x) = 1 + x + x2.

4.1.5 Βρείτε όλα τα πολυώνυµα υπέρ του K ϐαθµού n, για n = 0, n = 2,
n = 3 και n = 4.

4.1.6 Βρείτε τον αριθµό των πολυωνύµων υπέρ του K ϐαθµού το πολύ 10.

4.1.7 ΄Ισως ϑα έχετε ήδη παρατηρήσει στις ασκήσεις 4.1.3 (α΄) και 4.1.4 (α΄),
για κάθε πολυώνυµο f(x) και g(x) του K[x],

(f(x) + g(x))2 = (f(x))2 + (g(x))2

επειδή xk + xk = 0. Υπάρχει κάποιος κανόνας στο K[x] για

(α΄). (f(x) + g(x))4,

(ϐ΄). (f(x) + g(x))3,

(γ΄). (f(x) + g(x))n, για κάθε ϑετικό ακέραιο, n;

Ο συνηθισµένος αλγόριθµος της διαίρεσης δουλεύει για πολυώνυµα υπέρ του
K, όπως ακριβώς για τα πολυώνυµα υπέρ των ϱητών αριθµών.

Αλγόριθµος 4.1.8 (Ο Αλγόριθµος της ∆ιαίρεσης.) ΄Εστω f(x) και h(x) είναι
πολυώνυµα του K[x] µε h(x) 6= 0. Τότε υπάρχουν µοναδικά πολυώνυµα q(x) και
r(x) του K[x] έτσι ώστε

f(x) = q(x)h(x) + r(x),

µε r(x) = 0 ή ϐαθµός (r(x)) < ϐαθµός (h(x)).
Το πολυώνυµο q(x) ονοµάζεται πηλίκο, και το r(x) ονοµάζεται υπόλοιπο. Ο

αλγόριθµος της εύρεσης του πηλίκου και του υπόλοιπου όταν το h(x) διαιρείται
από το f(x) είναι ο γνωστός µας µακρύς αλγόριθµος της διαίρεσης, αλλά µε
αριθµητική του K µεταξύ των συντελεστών.
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Παράδειγµα 4.1.9 ΄Εστω f(x) = x+x2+x6+x7+x8 και h(x) = 1+x+x2+x4.
Τότε

x8 + x7 + x6 + x2 + x x4 + x2 + x + 1

x8 + x6 + x5 + x4 x4 + x3

x7 + x5 + x4 + x2 + x
x7 + x5 + x4 + x3

x3 + x2 + x

Οπότε το πηλίκο είναι το q(x) = x3+x4 και το υπόλοιπο είναι το r(x) = x+x2+x3.
Μπορούµε να γράψουµε f(x) = h(x)(x3 + x4) + (x + x2 + x3). Σηµειώστε ότι ο
ϐαθµός (r(x)) < ϐαθµός (h(x)) = 4.

Ασκήσεις

4.1.10 Βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο όταν το f(x) διαιρείται µε το h(x) για
κάθε ένα από τα Ϲεύγη υπέρ του K στην άσκηση 4.1.2.

4.1.11 Βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο σε κάθε περίπτωση όταν το f(x) διαι-
ϱείται µε το h(x).

(α΄). f(x) = x2 + x3 + x4 + x8, h(x) = 1 + x5.

(ϐ΄). f(x) = 1 + x10, h(x) = 1 + x5.

(γ΄). f(x) = 1 + x7, h(x) = 1 + x + x3.

(δ΄). f(x) = 1 + x15, h(x) = 1 + x4 + x5 + x7 + x8.

Το πολυώνυµο f(x) = a0 + alx + a2x
2 + ... + an−1x

n−1 µε ϐαθµό το πολύ
n− 1 υπέρ του K µπορεί να ϑεωρηθεί ως η λέξη v = a0a1a2...an−1 µήκους n του
Kn. Για παράδειγµα εάν n = 7,

πολυώνυµο λέξη
1 + x + x2 + x4 1110100
1 + x4 + x5 + x6 1000111

1 + x + x3 1101000

΄Ετσι ένας κώδικας C µήκους n µπορεί να αναπαρασταθεί ως το σύνολο των
πολυωνύµων υπέρ του K ϐαθµού το πολύ n− 1.

Σηµειώστε ότι είναι ϐολικότερο για λόγους αναπαραστάσεως λέξεων µε πολυώ-
νυµα να απαριθµούµε τα ψηφία µιας λέξης µήκους n από το 0 έως το n−1, παρά
από το 1 έως το n. Για παράδειγµα η λέξη a0a1a2a3 µήκους 4 αναπαρίσταται µε
το πολυώνυµο a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3 ϐαθµού 3.
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Παράδειγµα 4.1.12 Ο κώδικας C στην αριστερή στήλη του πίνακα αναπαρίστα-
ται από τα πολυώνυµα στη δεξιά στήλη.

κωδικολέξη πολυώνυµο
c c(x)

0000 0
1010 1 + x2

0101 x + x3

1111 1 + x + x2 + x3

Ασκήσεις

4.1.13 Αναπαραστήστε µε πολυώνυµα κάθε κωδικολέξη του C στους παρακάτω
κώδικες.

(α΄). C = {000, 001, 010, 011}
(ϐ΄). C = {000, 001, 010, 011}
(γ΄). C = {0000, 0001, 1110}
(δ΄). C = {0000, 1001, 0110, 1111}
(ε΄). C = {00000, 11111}
(ϛ΄). C = {00000, 11100, 00111, 11011}.

4.1.14 Γράψτε όλα τα στοιχεία του κώδικα Hamming µήκους 7 που γεννιέται
από τον πίνακα G και στη συνέχεια να τον αναπαραστήσετε µε πολυώνυ-
µα.

G =




1000111
0100110
0010101
0001011


 .

Στην άσκηση 4.1.11 (α΄), ο αναγνώστης υπολόγισε το υπόλοιπο r(x) όταν το
f(x) = x2 + x3 + x4 + x8 διαιρείται µε το h(x) = 1 + x5. Το αποτέλεσµα ήταν
r(x) = x2 + x4. Από τον Αλγόριθµο της ∆ιαίρεσης το r(x) είναι µοναδικό. Επίσης
το r(x) έχει ϐαθµό µικρότερο από το ϐαθµό του διαιρέτη h(x).

Λέµε ότι το f(x) modulo h(x) είναι το r(x) εάν το r(x) είναι υπόλοιπο της
διαίρεσης του f(x) µε το h(x)· ϑα γράφουµε r(x) = f(x) mod h(x). Επίσης, λέµε
ότι δύο συναρτήσεις f(x) και p(x) είναι ισοδύναµες modulo h(x) εάν και µόνο
εάν έχουν το ίδιο υπόλοιπο όταν διαιρεθούν µε h(x). ∆ηλαδή εάν

f(x) mod h(x) = r(x) = p(x) mod h(x).

Το συµβολίζουµε αυτό µε

f(x) ≡ p(x) (mod h(x)).
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Παράδειγµα 4.1.15 ΄Εστω h(x) = 1 + x5 και f(x) = 1 + x4 + x9 + x11. Τότε
διαιρώντας το f(x) µε το h(x) δίνει υπόλοιπο r(x) = 1 + x. Λέµε ότι r(x) =
f(x) mod h(x).

Οµοίως, εάν p(x) = 1 + x6, τότε 1 + x = 1 + x6 mod (1 + x5) και έτσι λέµε
p(x) ≡ f(x) mod h(x).

Παράδειγµα 4.1.16 ΄Εστω h(x) = 1 + x2 + x5. Υπολογίζοντας f(x) mod h(x),
µε f(x) = 1 + x2 + x6 + x9 + x11 παίρνουµε υπόλοιπο r(x) = x + x4 και έτσι
x+x4 = f(x) mod h(x). Σηµειώστε ότι εάν p(x) = x2 +x8 τότε p(x) mod h(x) =
1 + x3 και άρα τα p(x) και f(x) δεν είναι ισοδύναµα modh(x).

Η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός των πολυωνύµων «σέβεται» την ισοδυνα-
µία των πολυωνύµων όπως την ορίσαµε παραπάνω . ∆ηλαδή ισχύει :

Λήµµα 4.1.17 Εάν f(x) ≡ g(x) mod h(x) τότε,

f(x) + p(x) ≡ g(x) + p(x) (mod h(x))
και f(x)p(x) ≡ g(x)p(x) (mod h(x))

Απόδειξη: Υποθέτουµε r(x) = f(x) mod h(x) και r(x) = g(x) mod h(x) και
s(x) = p(x) mod h(x) τότε έχουµε

f(x) + p(x) = q1(x)h(x) + r(x) + q2(x)h(x) + s(x)
= (q1(x) + q2(x))h(x) + r(x) + s(x).

Οπότε r(x) + s(x) = (f(x) + p(x)) mod h(x) διότι ο ϐαθµός του r(x) + s(x) <
ϐαθµός h(x) (Γιατί ;). ∆ουλεύοντας όµοια ϐλέπουµε ότι r(x) + s(x) = (g(x) +
p(x)) mod h(x). Αφήνουµε τη συνέχεια της απόδειξης στην άσκηση 4.1.22.

Παράδειγµα 4.1.18 ΄Εστω h(x) = 1 + x5, f(x) = 1 + x + x7, g(x) = 1 + x + x2

και p(x) = 1 + x6· οπότε f(x) ≡ g(x) (mod h(x)). Τότε

f(x) + p(x) = x + x6 + x7

και
g(x) + p(x) = x + x2 + x6

αλλά
(x + x6 + x7) mod h(x) = x2 = (x + x2 + x6) mod h(x).

΄Οµοια

(1 + x + x7)(1 + x6) mod h(x) = 1 + x3 = (1 + x + x2)(1 + x6) mod h(x).

Σηµειώστε ότι 1 + x = (1 + x6) mod h(x). ΄Ετσι έχουµε

(1 + x + x7)(1 + x6) ≡ (1 + x + x2)(1 + x6)

≡ (1 + x + x2)(1 + x) ≡ 1 + x3 (mod h(x)).
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Ασκήσεις

4.1.19 ΄Εστω h(x) = 1 + x3 + x5. Υπολογίστε το f(x) mod h(x) και την αντί-
στοιχή του λέξη:

(α΄). f(x) = 1 + x + x6

(ϐ΄). f(x) = x + x4 + x7 + x8

(γ΄). f(x) = 1 + x10

4.1.20 ΄Εστω h(x) = 1 + x7. Υπολογίστε τα f(x) mod h(x) και p(x) mod h(x)
και αποφασίστε εάν f(x) ≡ p(x) mod h(x):

(α΄). f(x) = 1 + x3 + x8, p(x) = x + x3 + x7

(ϐ΄). f(x) = x + x5 + x9, p(x) = x + x5 + x6 + x13

(γ΄). f(x) = 1 + x, p(x) = x + x7

4.1.21 ΄Εστω h(x) = 1+x7 υπολογίστε τα (f(x)+g(x)) mod h(x) και (f(x)g(x)) mod
h(x), όπου

(α΄). f(x) = 1 + x6 + x8, g(x) = 1 + x

(ϐ΄). f(x) = 1 + x5 + x9, g(x) = x + x2 + x7

(γ΄). f(x) = 1 + x4 + x5, g(x) = 1 + x + x2

4.1.22 Αποδείξτε ότι εάν f(x) ≡ g(x) (mod h(x)) τότε f(x)p(x) ≡ g(x)p(x)
(mod h(x)).

4.2 Εισαγωγή στους Κυκλικούς Κώδικες

Τώρα ξεκινάµε τη µελέτη µιας κατηγορίας κωδίκων, που ονοµάζονται κυκλικοί
κώδικες. Τελικά ϑα είµαστε σε ϑέση να χρησιµοποιήσουµε τις γνώσεις µας στους
κυκλικούς κώδικες για να κατασκευάσουµε τον γεννήτορα πίνακα για 2- κώδικες
BCH διόρθωσης λαθών, όπως και σε κάποιους άλλους κώδικες. Πράγµατι ϑα
δούµε επίσης ότι οι κώδικες Hamming και Golay είναι κυκλικοί κώδικες ή είναι
ισοδύναµοι µε κυκλικούς κώδικες.

΄Εστω v µία λέξη µήκους n. Η κυκλική µετάθεση π(v), του v είναι η λέξη
µήκους n που παίρνουµε από τη v µε µετάθεση του τελευταίου ψηφίου της v στην
αρχή και όλα τα υπόλοιπα ψηφία να µετατίθονται µία ϑέση προς τα δεξιά. Για
παράδειγµα:

v 10110 111000 0000 1011
π(v) 01011 011100 0000 1101

΄Ενας κώδικας C ονοµάζεται κυκλικός κώδικας εάν η κυκλική µετάθεση κάθε
κωδικολέξης είναι επίσης µία κωδικολέξη.
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Παράδειγµα 4.2.1 Ο κώδικας C = {000, 110, 101, 011} είναι ένας γραµµικός
κυκλικός κώδικας. Πρώτον ο C είναι γραµµικός. Στη συνέχεια υπολογίζουµε τις
π(v) για όλες τις v του C.

π(000) = 000, π(110) = 011, π(101) = 110, π(011) = 101.

Επειδή η π(v) ανήκει επίσης στον C, για κάθε v του C, ο C είναι γραµµικός.

Παράδειγµα 4.2.2 Ο κώδικας C = {000, 100, 011, 111} δεν είναι γραµµικός. Η
κυκλική µετάθεση της v = 100 είναι η π(100) = 010 που δεν ανήκει στον C.

Σηµειώστε ότι η κυκλική µετάθεση π είναι ένας γραµµικός µετασχηµατισµός·
δηλαδή,

Λήµµα 4.2.3 π(v + w) = π(v) + π(w) και π(av) = aπ(v), a ∈ K = {0, 1}.
΄Ετσι για να δείξουµε ότι ένας γραµµικός κώδικας C είναι κυκλικός είναι αρκετό να
δείξουµε ότι π(v) ∈ C για κάθε λέξη v που ανήκει σε µία ϐάση του C.

Απόδειξη: ΄Εστω v = (v0v1...vn−1), w = (w0w1...wn−1) τότε v + w = (v0 +
w0, v1 + w1, ..., vn−1 + wn−1) και π(v + w) = (vn−1 + wn−1, v0 + w0, ..., vn−2 +
wn−2) = π(v) + π(w).

Παράδειγµα 4.2.4 Στο παράδειγµα 4.2.1, {110, 101} είναι η ϐάση του C και
επειδή π(110) = 011 και π(101) = 110 ανήκουν στο C, ο C είναι ένας γραµµικός
κυκλικός κώδικας.

Εάν επιθυµούµε να κατασκευάσουµε ένα γραµµικό κώδικα, τότε επιλέγουµε
µία λέξη v, σχηµατίζουµε ένα σύνολο S που αποτελείται από την v και όλες τις
κυκλικές µεταθέσεις του, S = {v, π(v), π2(v), ..., πn−1(v)} και ορίζουµε τον C να
είναι ο γραµµικός χώρος που παράγεται από το S. ∆ηλαδή C = 〈S〉. (Χρησιµο-
ποιούµε το συµβολισµό π2(v) = π(π(v)), π3(v) = π(π(π(v))), κ.ο.κ.) Επειδή το
S περιέχει µία ϐάση του C, ο C πρέπει να είναι κυκλικός από το λήµµα 4.2.3.

Παράδειγµα 4.2.5 ΄Εστω n = 3 και v = 100. Τότε S = {v, π(v), π2(v)} =
{100, 010, 001} και 〈S〉 = K3. Σηµειώστε ότι εάν w = a0v + a1π(v) + a2π

2(v)
τότε π(w) = a0π(v) + a1π

2(v) + a2π
3(v) = a2v + a0π(v) + a1π

2(v).

Παράδειγµα 4.2.6 ΄Εστω n = 4 και v = 0101. Τότε π(v) = 1010 και π2(v) =
0101 = v. Οπότε S = {0101, 1010} και ο C = 〈S〉 είναι ο κυκλικός κώδικας,
C = {0000, 0101, 1010, 1111}.

Εάν µια λέξη v και οι κυκλικές της µεταθέσεις σχηµατίζουν ένα σύνολο S =
{v, π(v), ..., πn−1(v)} το οποίο παράγει τον κώδικα C (δηλ. C = 〈S〉), τότε λέµε
ότι η v είναι ένας γεννήτορας του γραµµικού κυκλικού κώδικα C. Επειδή κάθε
γραµµικός κυκλικός κώδικας που περιέχει την v πρέπει να περιέχει και το S,
λέµε ότι ο C είναι ο µικρότερος γραµµικός κυκλικός κώδικας που περιέχει τη v.
Αξίζει να σηµειωθεί ότι ένας γραµµικός κυκλικός κώδικας µπορεί να έχει πολλούς
γεννήτορες.
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Ασκήσεις

4.2.7 Βρείτε τη ϐάση για τον µικρότερο γραµµικό κυκλικό κώδικα µήκους n,
που περιέχει τη v:

(α΄). v = 1101000, n = 7

(ϐ΄). v = 010101, n = 6

(γ΄). v = 11011000, n = 8

4.2.8 Βρείτε όλες τις λέξεις v µήκους n, έτσι ώστε π(v) = v.

4.2.9 Βρείτε όλες τις λέξεις v µήκους 6 έτσι ώστε

(α΄). π2(v) = v

(ϐ΄). π3(v) = v.

Οι κυκλικοί κώδικες έχουν µία slick αναπαράσταση ως πολυώνυµα. Αυτό
ϐασίζεται στην απλή παρατήρηση ότι εάν η λέξη v αντιστοιχεί στο πολυώνυµο v(x)
τότε η κυκλική µετάθεση του v, π(v) αντιστοιχεί στο πολυώνυµο xv(x) mod 1+xn.
Σηµειώστε ότι γενικά 1 ≡ xn (mod 1 + xn).

Παράδειγµα 4.2.10 ΄Εστω v = 100 τότε v(x) = 1 και η π(v) = 010 αντιστοιχεί
στο xv(x) = x. ΄Οµοια εάν v = 1101 τότε v(x) = 1 + x + x3 και π(v) = 1110
αντιστοιχεί στο xv(x) mod 1 + x4 = 1 + x + x3.

Στους κυκλικούς κώδικες αναφερόµαστε στα στοιχεία του κώδικα ως κωδικο-
λέξεις και ως πολυώνυµα. Τώρα µπορούµε να επαναλάβουµε την προηγούµενη
συζήτηση στους κυκλικούς κώδικες χρησιµοποιώντας πολυώνυµα. ∆οθέντος µίας
λέξης v µήκους n, έστω v(x) το πολυώνυµο που αντιστοιχεί σ’ αυτήν. Τότε οι
κυκλικές µεταθέσεις της v αντιστοιχούν στα πολυώνυµα xiv(x) mod 1 + xn για
i = 0, 1, ..., n− 1.

Παράδειγµα 4.2.11 ΄Εστω v = 1101000 και n = 7. Τότε v(x) = 1 + x + x3 και

λέξη πολυώνυµο (mod 1 + x7)
0110100 xv(x) = x + x2 + x4

0011010 x2v(x) = x2 + x3 + x5

0001101 x3v(x) = x3 + x4 + x6

1000110 x4v(x) = x4 + x5 + x7 ≡ 1 + x4 + x5 (mod 1 + x7)
0100011 x5v(x) = x5 + x6 + x8 ≡ x + x5 + x6 (mod 1 + x7)
1010001 x6v(x) = x6 + x7 + x9 ≡ 1 + x2 + x6 (mod 1 + x7)

Είναι ϕανερό ότι εάν c(x) ∈ 〈{v(x), xv(x), ..., xn−lv(x)}〉, (mod 1+xn) τότε
αυτό σηµαίνει ότι

c(x) = (a0v(x) + a1xv(x) + ... + an−1x
n−1v(x)) mod 1 + xn

= (a0 + a1x + a2x
2 + ... + an−1x

n−1)v(x) mod 1 + xn

= a(x)v(x) mod 1 + xn
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Οπότε παίρνουµε το παρακάτω αποτέλεσµα.

Λήµµα 4.2.12 ΄Εστω C είναι ένας κυκλικός κώδικας και έστω v ∈ C. Τότε για
κάθε πολυώνυµο a(x), c(x) = a(x)v(x) mod (1 + xn) είναι µία κωδικολέξη στο C.

Μεταξύ όλων των µη µηδενικών κωδικολέξεων σε ένα γραµµικό κυκλικό κώδι-
κα C, υπάρχει µία µοναδική λέξη g ∈ C, έτσι ώστε το g(x) να έχει ελάχιστο ϐαθµό,
όπως δείχνει η απόδειξη που ακολουθεί. Στα σίγουρα υπάρχει τουλάχιστον µία
λέξη ή ένα πολυώνυµο µε τον µικρότερο ϐαθµό στο C. Εάν δύο µη µηδενικές λέ-
ξεις g και g′ αντιστοιχούν στα πολυώνυµα g(x) και g′(x) ελάχιστου ϐαθµού k τότε
το g(x)+g′(x) = c(x) ∈ C διότι ο C είναι γραµµικός και ο ϐαθµός του (c(x)) < k
(επειδή xk + xk = 0). Επειδή η g είναι µία µη µηδενική λέξη ελάχιστου ϐαθµού,
ο ϐαθµός του (c(x)) < k σηµαίνει ότι c(x) = 0, οπότε g(x) = g′(x) και έτσι το
g(x) είναι µοναδικό.

Ορίζουµε το γεννήτορα πολυώνυµο(ή παράγων πολυώνυµο generator polyno-
mial) ενός γραµµικού κώδικα C να είναι το µοναδικό µη µηδενικό πολυώνυµο
ελάχιστου ϐαθµού στο C. Από την προηγούµενη συζήτηση ξέρουµε ότι είναι µο-
ναδικό, αλλά είναι ένας γεννήτορας ;

Για να δούµε ότι πράγµατι είναι πρέπει να δείξουµε ότι για κάθε c(x) ∈ C,
υπάρχει ένα a(x) έτσι ώστε, c(x) = a(x)g(x) mod 1+xn· πράγµατι ϑα δείξουµε ότι
c(x) = a(x)g(x). Επειδή ο ϐαθµός του (c(x)) ≥ του ϐαθµού του (g(x)) έχουµε
από τον Αλγόριθµο της ∆ιαίρεσης,

c(x) = q(x)g(x) + r(x)

ή
r(x) = q(x)g(x) + c(x).

΄Οµως και το c(x) και το q(x)g(x) είναι κωδικολέξεις του C από το λήµµα 4.2.12
και άρα και το r(x). Αλλά από τον Αλγόριθµο της ∆ιαίρεσης έχουµε είτε r(x) = 0 ή
ο ϐαθµός του (r(x)) < του ϐαθµού του (g(x)). Επειδή το τελευταίο είναι αδύνατο
εκτός και εάν r = 0, συµπεραίνουµε ότι r(x) = 0 και άρα το g(x) είναι ο διαιρέτης
κάθε κωδικολέξης c(x) του C.

Θεώρηµα 4.2.13 ΄Εστω C είναι ένας κυκλικός κώδικας µήκους n και έστω g(x)
είναι το πολυώνυµο -γεννήτορας. Εάν n− k = ο ϐαθµός του (g(x)) τότε

(1) ο C έχει διάσταση k,

(2) οι κωδικολέξεις που αντιστοιχούν στα g(x), xg(x), ..., xk−1g(x) αποτελούν
ϐάση του C και

(3) το c(x) ∈ C εάν και µόνο εάν c(x) = a(x)g(x) για κάποιο πολυώνυµο a(x)
µε ϐαθµό (a(x)) < k (δηλαδή, g(x) είναι ο διαιρέτης για κάθε κωδικολέξη
c(x)).

Απόδειξη: Η συζήτηση που κάναµε πριν από το ϑεώρηµα 4.2.13 αποδεικνύει
το (3). Εάν το g(x) έχει ϐαθµό n − k τότε τα g(x), xg(x), ..., xk−1g(x) πρέπει να
είναι γραµµικώς ανεξάρτητα (Γιατί ;). Επειδή το g(x) διαιρεί κάθε κωδικολέξη,
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υπάρχει ένα µοναδικό πολυώνυµο a(x) = a0 + a1x + ... + ak−1x
k−1 έτσι ώστε

c(x) = a(x)g(x) = a0g(x) + a1xg(x) + ... + ak−1x
k−1g(x). Οπότε το c(x) ανήκει

στο 〈{g(x), xg(x), ..., xk−1g(x)}〉 και έτσι το {g(x), xg(x), ..., xk−1g(x)} είναι ϐάση
του C.

Παράδειγµα 4.2.14 ΄Εστω n = 7, g(x) = 1 + x + x3 ένας γεννήτορας για τον
κυκλικό κώδικα C. Μία ϐάση του C είναι

g(x) = 1 + x + x3 ↔ 1101000
xg(x) = x + x2 + x4 ↔ 0110100
x2g(x) = x2 + x3 + x5 ↔ 0011010
x3g(x) = x3 + x4 + x6 ↔ 0001101

Σηµειώστε ότι το x4g(x) mod 1 + x7 = 1 + x4 + x5 είναι µία κωδικολέξη επειδή
1 + x4 + x5 = (1 + x + x2)(1 + x + x3) = (1 + x + x2)g(x).

Παράδειγµα 4.2.15 ΄Εστω C να είναι ο κυκλικός κώδικας C = {10000, 1010, 0101,
1111}· τα αντίστοιχα πολυώνυµα είναι {0, 1 + x2, x + x3, 1 + x + x2 + x3}. Παρα-
τηρήστε ότι το, 1 + x2 ↔ 1010 είναι το πολυώνυµο -γεννήτορας του C, αφού ο C
περιέχει µόνο ένα πολυώνυµο ϐαθµού 2 και κανένα ϐαθµού 1. Επίσης, κάθε λέξη
(πολυώνυµο) στο C είναι ένα πολλαπλάσιο του πολυωνύµου γεννήτορα:

0 = 0(1 + x2) x + x3 = x(1 + x2)
1 + x2 = 1(1 + x2) 1 + x + x2 + x3 = (1 + x)(1 + x2).

Παράδειγµα 4.2.16 Ο µικρότερος γραµµικός κυκλικός κώδικας C µήκους 6
που περιέχει το g(x) = 1 + x3 ↔ 100100 είναι

= {000000, 100100, 010010, 001001, 110110, 101101, 011011, 111111}.

Αυτό µπορούµε να το επιβεβαιώσουµε µε τις τεχνικές που περιγράψαµε πρωτύτερα
σ’ αυτήν την ενότητα. Το πολυώνυµο ελάχιστου ϐαθµού που αντιπροπωπεύει µία
λέξη του C είναι όπως παρατηρούµε το g(x) = 1+x3 και ο C δεν περιέχει κανένα
άλλο πολυώνυµο ϐαθµού 3. ΄Ετσι το g(x) = 1+x3 είναι το πολυώνυµο -γεννήτορας
του C. Αναπαριστούµε κάθε λέξη του C ως πολλαπλάσιο του g(x), (όπως ϕαίνεται
στον παρακάτω πίνακα).

λέξη πολυώνυµοf(x) παραγοντοποίησηh(x)g(x)τουf(x)
000000 0 0(1 + x3)
100100 1 + x3 1(1 + x3)
010010 x + x4 x(1 + x3)
001001 x2 + x5 x2(1 + x3)
110110 1 + x + x3 + x4 (1 + x)(1 + x3)
101101 1 + x2 + x3 + x5 (1 + x2)(1 + x3)
011011 x + x2 + x4 + x5 (x + x2)(1 + x3)
111111 1 + x + x2 + x3 + x4 + x5 (1 + x + x2)(1 + x3)
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Μπορούµε να δηµιουργήσουµε κυκλικούς κώδικες πολύ εύκολα, επιλέγοντας
µια λέξη v και ϑέτοντας C = 〈{v(x), xv(x), ..., xn−1v(x)}〉 (modulo 1 + xn). Ε-
ντούτοις, πρέπει να ϐρούµε το γεννήτορα πολυώνυµο για έναν τέτοιο κώδικα και
η καταγραφή όλων των κωδικολέξεων δεν είναι ο ϕυσιολογικότερος τρόπος. Το
πολυώνυµο -γεννήτορας για ένα κυκλικό κώδικα έχει µία σπουδαία ιδιότητα :

Θεώρηµα 4.2.17 Το g(x) είναι το πολυώνυµο -γεννήτορας για ένα γραµµικό κυ-
κλικό κώδικα µήκους n εάν και µόνο εάν το g(x) διαιρεί το 1 + xn (άρα 1 + xn =
h(x)g(x)).

Απόδειξη: Από τον Αλγόριθµο της ∆ιαίρεσης 1+xn = h(x)g(x)+r(x) µε r(x) = 0
ή ο ϐαθµός του (r(x)) < του ϐαθµού του (g(x)). Ισοδύναµα r(x) = h(x)g(x)+(1+
xn). ΄Οµως r(x) = (h(x)g(x)+(1+xn)) mod (1+xn) = h(x)g(x) (mod 1+xn).
΄Ετσι το r(x) ανήκει στον κώδικα που παράγεται από το g(x) και r(x) = 0 ή ο
ϐαθµός του (r(x)) ≤ του ϐαθµού του (g(x)). Συµπεραίνουµε ότι r(x) = 0.

Πόρισµα 4.2.18 Το πολυώνυµο -γεννήτορας g(x) για τον µικρότερο κυκλικό κώ-
δικα µήκους n που περιέχει τη λέξη v (πολυώνυµο v(x)) είναι ο µέγιστος κοινός
διαιρέτης του v(x) και του 1 + xn (δηλαδή, g(x) =Μ.Κ.∆.(v(x), 1 + xn)).

Απόδειξη: Εάν το g(x) είναι το πολυώνυµο -γεννήτορας, τότε το g(x) διαιρεί και
το v(x) και το 1+xn. ΄Οµως το g(x) ανήκει στο 〈{v(x), xv(x), ..., xn−1v(x)}〉, έτσι
έχουµε

g(x) = a(x)v(x) mod 1 + xn

ή ισοδύναµα µε τον Αλγόριθµο της ∆ιαίρεσης :

g(x) = a(x)v(x) + b(x)(1 + xn).

Οπότε κάθε κοινός διαιρέτης των v(x) και 1 + xn πρέπει να διαιρεί το g(x) και
έτσι το g(x) είναι ο µέγιστος κοινός διαιρέτης.

Παράδειγµα 4.2.19 ΄Εστω n = 8 και v = 11011000, δηλαδή v(x) = 1 + x +
x3 + x4. Ο Μ.Κ.∆ των v(x) και 1 + x8 είναι το 1 + x2. ΄Ετσι g(x) = 1 + x2 και
ο µικρότερος γραµµικός κυκλικός κώδικας που περιέχει το v(x) έχει διάσταση 6
και το g(x) είναι το πολυώνυµο -γεννήτορας.

Ο Αλγόριθµος του Ευκλείδη για τον υπολογισµό του Μ.Κ.∆ δύο πολυωνύµων
συζητιέται στο παράρτηµα Α. Μία άλλη προσέγγιση, για να ϐρούµε το γεννήτορα
πολυώνυµο ενός κυκλικού κώδικα µήκους n και διάστασης n − k, χρησιµοποιεί
απλή row reduction. Εάν πάρουµε µία ϐάση (ή έναν γεννήτορα πίνακα) και τη
ϑέσουµε σε µορφή ΑΓΚΜ µε τις τελευταίες k στήλες να είναι οι «στήλες οδηγοί» τότε
η γραµµή (κωδικολέξη) ελαχίστου ϐαθµού ϑα είναι το πολυώνυµο -γεννήτορας.

Ασκήσεις

4.2.20 Για κάθε µία από τις παρακάτω λέξεις ϐρείτε το γεννήτορα πολυώνυµο
για τον µικρότερο γραµµικό κυκλικό κώδικα που περιέχει τη λέξη αυτή.
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(α΄). 010101

(ϐ΄). 010010

(γ΄). 01100110

(δ΄). 0101100

(ε΄). 001000101110000

(ϛ΄). 000010010000000

(Ϲ΄). 010111010000000

4.2.21 Βρείτε το γεννήτορα πολυώνυµο του µικρότερου γραµµικού κυκλικού
κώδικα που περιέχει κάθε µία από τις παρακάτω λέξεις.

(α΄). 101010

(ϐ΄). 1100

(γ΄). 10001000

(δ΄). 011011

(ε΄). 10101

(ϛ΄). 111111.

4.2.22 Για κάθε έναν από τους κώδικες C = 〈S〉 µε S να ορίζεται παρακάτω,
ϐρείτε το γεννήτορα πολυώνυµο g(x) και στη συνέχεια αναπαραστήστε
κάθε λέξη του κώδικα ως πολλαπλάσιο του g(x).

(α΄). S = {1010, 011, 111}
(ϐ΄). S = {1010, 0101, 1111}
(γ΄). S = {0101, 1010, 1100}
(δ΄). S = {1000, 0100, 0010, 0001}
(ε΄). S = {111000, 01111, 11110, 01010}

4.3 Πολυωνυµική Κωδικοποίηση και Αποκωδικο-
ποίηση

Μπορούµε να ϐρούµε πολλούς πίνακες γεννήτορες για γραµµικούς κυκλικούς
κώδικες· ο πιο απλός είναι ο πίνακας στον οποίο οι γραµµές είναι οι κωδικολέ-
ξεις που αντιστοιχούν στο γεννήτορα πολυώνυµο και στις πρώτες k − 1 κυκλικές
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µεταθέσεις του (δείτε ϑεώρηµα 4.2.13):

G =




g(x)
xg(x)

...
xk−1g(x)




Παράδειγµα 4.3.1 ΄Εστω C = {0000, 1010, 0101, 1111} είναι ένας γραµµικός κυ-
κλικός κώδικας. Το πολυώνυµο -γεννήτορας για τον C είναι το g(x) = 1 + x2.
Εδώ n = 4 και k = 2, οπότε µία ϐάση για τον C αποτελείται από τα

g(x) = 1 + x2 ↔ 1010, xg(x) = x + x3 ↔ 0101,

όπως εύκολα διαπιστώνουµε. ΄Ενας γεννήτορας πίνακας για τον C είναι

G =
[

g(x)
xg(x)

]
=

[
1010
0101

]
.

Παράδειγµα 4.3.2 ΄Εστω C είναι ο γραµµικός κυκλικός κώδικας µήκους n = 7
µε γεννήτορα πολυώνυµο g(x) = 1 + x + x3 ϐαθµού n− k = 3. Τότε k = 4, οπότε
µία ϐάση για τον C είναι,

g(x) = 1 + x + x3

xg(x) = x + x2 + x4

x2g(x) = x2 + x3 + x5

x3g(x) = x3 + x4 + x6

και ένας γεννήτορας για τον C είναι

G =




1101000
0110100
0011010
0001101




΄Εστω C είναι ένας γραµµικός κυκλικός κώδικας µήκους n και διάστασης k
(οπότε το πολυώνυµο -γεννήτορας g(x) έχει ϐαθµό n−k). Τα k ψηφία που περιέ-
χουν την πληροφορία (a0, a1, ..., ak1) και πρόκειται να κωδικοποιηθούν µπορούµε
να τα σκεφτόµαστε ως το πολυώνυµο a(x) = a0 + a1x + ... + ak−1x

k−1 το οποίο
ονοµάζεται πολυώνυµο πληροφορίας ή πολυώνυµο µηνύµατος. Η κωδικοποίηση
είναι ουσιαστικά πολλαπλασιασµός πολυωνύµων. ∆ηλαδή, το a(x) κωδικοποιείται
ως a(x)g(x) = c(x). Οπότε αντί να αποθηκεύσουµε ολόκληρο τον k×n γεννήτορα
πίνακα ϑα αποθηκεύσουµε µόνο το γεννήτορα πολυώνυµο, πράγµα που αποτελεί
µία σηµαντική ϐελτίωση ως προς την απλότητα της κωδικοποίησης.

Η αντίστροφη πράξη του πολυωνυµικού πολλαπλασιασµού είναι η πολυωνυ-
µική διαίρεση. ΄Ετσι η εύρεση του µηνύµατος που αντιστοιχεί στην κοντινότερη
κωδικολέξη c(x) στην παραλειφθείσα λέξη πραγµατοποιείται µε τη διαίρεση του
c(x) µε το g(x), έτσι ώστε να αποκαλυφθεί το πολυώνυµο µηνύµατος a(x).
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Παράδειγµα 4.3.3 ΄Εστω g(x) = 1 + x + x3 και n = 7. Τότε k = 7− 3 = 4. ΄Εστω
a(x) = 1 + x2 το πολυώνυµο µηνύµατος που αντιστοιχεί στη λέξη a = 1010. Το
µήνυµα a(x) κωδικοποιείται µε το c(x) = a(x)g(x), οπότε

c(x) = (1 + x2)(1 + x + x3) = 1 + x + x2 + x5

µε την c = 1110010 να είναι η αντίστοιχη κωδικολέξη.
Εάν c(x) = 1 + x + x4 + x6 τότε το αντίστοιχο πολυώνυµο µηνύµατος είναι το

c(x)/g(x) = a(x) = 1 + x3 που αντιστοιχεί στο µήνυµα a = 1001.

Ασκήσεις

4.3.4 ΄Εστω g(x) = 1 + x + x2 είναι το γεννήτορα πολυώνυµο για γραµµικό
κυκλικό κώδικα µήκους n = 7.

(α΄). Κωδικοποιείστε τα επόµενα πολυώνυµα µηνύµατος : 1 + x3, x, x +
x2 + x3.

(ϐ΄). Βρείτε το πολυώνυµο µηνύµατος που αντιστοιχεί στις κωδικολέξεις
c(x): x2 + x4 + x5, 1 + x + x2 + x4, x2 + x3 + x4 + x6.

4.3.5 Βρείτε µία ϐάση και έναν γεννήτορα πίνακα για το γραµµικό κυκλικό
κώδικα µήκους n µε γεννήτορα πολυώνυµο g(x).

(α΄). n = 7, g(x) = 1 + x2 + x3

(ϐ΄). n = 9, g(x) = 1 + x3 + x6

(γ΄). n = 15, g(x) = 1 + x + x4

(δ΄). n = 15, g(x) = 1 + x4 + x6 + x7 + x8

(ε΄). n = 15, g(x) = 1 + x + x2 + x4 + x5 + x8 + x10.

4.3.6 ∆είξτε ότι ο γραµµικός κώδικας µε το δοθέν γεννήτορα πίνακα είναι
κυκλικός και ϐρείτε το γεννήτορα πολυώνυµο.

(α΄).

G =




110110
001001
101101
101101




(ϐ΄).

G =
[

010101
111111

]
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΄Εχοντας αναπτύξει έναν αλγόριθµο πολυωνυµικής κωδικοποίησης για γραµ-
µικούς κυκλικούς κώδικες ϑα πρέπει στη συνέχεια να αναπτύξουµε έναν parity
check πίνακα για τέτοιους κώδικες καθώς επίσης κάποιον αλγόριθµο για αποκω-
δικοποίηση των λαµβανόµενων λέξεων. Εάν το c(x) έχει αποσταλεί και το w(x) έχει
παραληφθεί µε w(x) = c(x)+ e(x) τότε ϑα ϑέλαµε να υπολογίσουµε το σύνδροµο
και το πιο πιθανό πολυώνυµο λάθους e(x).

Το σύνδροµο πολυώνυµο, s(x), ορίζεται ως s(x) = w(x) mod g(x). Υποθέτο-
ντας ότι το g(x) έχει ϐαθµό n−k, τότε το s(x) ϑα έχει ϐαθµό µικρότερο από το n−k
και ϑα αντιστοιχεί σε µία δυαδική λέξη s, µήκους n−k. Επειδή w(x) = c(x)+e(x)
και c(x) = a(x)g(x) παίρνουµε s(x) = e(x) mod g(x). ∆ηλαδή το σύνδροµο πο-
λυώνυµο εξαρτάται µονάχα από το σφάλµα.

Μπορούµε να ορίσουµε έναν πίνακα H στο οποίο η i-οστή γραµµή ri είναι η
λέξη µήκους n− k που αντιστοιχεί στο ri(x) = xi mod g(x). Αποδεικνύεται ότι ο
πίνακας αυτός είναι ένας parity check πίνακας για τον κώδικα. ∆ιότι εάν w είναι
η παραληφθείσα λέξη τότε

w(x) = c(x) + e(x), έτσι
wH = (c + e)H

=
n−1∑

i=0

(ci + ei)ri

↔
n−1∑

i=0

(ci + ei)ri(x)

= (
n−1∑

i=0

cix
i) mod g(x) + (

n−1∑

i=0

eix
i) mod g(x)

= c(x) mod g(x) + e(x) mod g(x)
= 0 + e(x) mod g(x)
= s(x).

Τότε s(x) = 0 εάν και µόνο εάν το w(x) είναι µια κωδικολέξη, οπότε ο H είναι
ένας parity check πίνακας. Ακόµη εάν wH = s τότε η s αντιστοιχεί στο s(x) =
w(x) mod g(x). Είναι τώρα ϕανερό γιατί λέµε το s(x) σύνδροµο πολυώνυµο.

Παράδειγµα 4.3.7 ΄Εστω n = 7, και g(x) = 1+x+x3. Τότε n−k = 3. Παράγουµε
τον H όπως ακολουθεί :

r0(x) = 1 mod g(x) = 1 ↔ 100
r1(x) = x mod g(x) = x ↔ 010
r2(x) = x2 mod g(x) = x2 ↔ 001
r3(x) = x3 mod g(x) = 1 + x ↔ 110
r4(x) = x4 mod g(x) = x + x2 ↔ 011
r5(x) = x5 mod g(x) = 1 + x + x2 ↔ 111
r6(x) = x6 mod g(x) = 1 + x2 ↔ 101
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οπότε H =




100
010
001
110
011
111
101




.

Εάν το w(x) = 1 + x5 + x6 λαµβάνεται, τότε w = 1000011 και wH = s = 110
και s(x) = 1 + x = 1 + x5 + x6 mod (1 + x + x3).

Αντί να κατασκευάσουµε τη συνηθισµένη κανονική παράταξη αποκωδικο-
ποίησης (ΚΠΑ) για έναν κυκλικό κώδικα, ϑα χρησιµοποιήσουµε ένα αλγόριθ-
µο που εκµεταλεύεται τις συµµετρίες που ενυπάρχουν στους κυκλικούς κώδι-
κες. Παρατηρήστε ότι εάν e είναι ο οδηγός συµπλόκου και εάν s = eH, τότε
s(x) = e(x) mod g(x) όπως δείχθηκε στη συζήτηση πριν στο παράδειγµα 4.3.7.
Τότε xis(x) ≡ xie(x) mod g(x) και έτσι τα σύνδροµα των κυκλικών µεταθέσεων
του e είναι εύκολο να υπολογιστούν. Αντί να χρειάζεται να αποθηκεύσουµε µια
ΚΠΑ χρησιµοποιούµε αυτήν την ιδιότητα.

Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι εάν ο ϐαθµός του e(x) < του ϐαθ-
µού του g(x) τότε e(x) = e(x) mod g(x) και έτσι το σύνδροµο πολυώνυµο για το
πολυώνυµο λάθους e(x) είναι απλώς το e(x) (δηλαδή s(x) = e(x)). Επίσης παρα-
τηρούµε ότι εάν το e(x) είναι ένας οδηγός συµπλόκου για έναν κυκλικό κώδικα
µήκους n, τότε είναι και το xie(x) mod 1 + xn.

Αλγόριθµος 4.3.8 (Για την αποκωδικοποίηση γραµµικών κυκλικών κωδίκων).

1. Υπολογίστε το σύνδροµο πολυώνυµο s(x) = w(x) mod g(x), όπου w είναι
η παραληφθείσα λέξη.

2. Για κάθε i ≥ 0, υπολογίστε την si ↔ si(x) = xis(x) mod g(x) (το σύνδροµο
πολυώνυµο για την i-οστή κυκλική µετάθεση του w) µέχρι να ϐρεθεί το
σύνδροµο sj µε wt(sj) ≤ t. Τότε το πιο πιθανό πολυώνυµο λάθους είναι το
e(x) = xn−jsj(x) mod (1 + xn).

Σηµείωση Αυτός ο αλγόριθµος αποκωδικοποίησης ϑα διορθώνει µονάχα υπο-
δείγµατα λάθους e(x) όπου για κάποιο i, xie(x) mod (1+xn) έχει ϐαθµό το πολύ
n− k. Είναι πολύ πιθανό ότι υπάρχουν υποδείγµατα λάθους µε ϐάρος το πολύ t
που δεν ικανοποιούν αυτήν την ιδιότητα. Αυτά τα υποδείγµατα λάθους διορθώνο-
νται από τον κώδικα όµως η κοντονότερη κωδικολέξη δε ϐρίσκεται από αυτόν τον
αλγόριθµο. ΄Οµως ο αλγόριθµος 4.3.8 ϑα χρησιµοποιηθεί στο κεφάλαιο 7 όταν ϑα
συζητήσουµε για τα υποδείγµατα εκρήξεων. Σ’ αυτήν την περίπτωση, το ανάλογο
του αλγορίθµου 4.3.8 ϑα δουλεύει πάντα.

Παράδειγµα 4.3.9 ΄Εστω n = 7 και g(x) = 1 + x + x3 είναι το πολυώνυµο -
γεννήτορας για το γραµµικό κυκλικό κώδικα διόρθωσης ενός λάθους (ώστε t = 1).
Εάν το w(x) = x2 + x3 παραλαµβάνεται τότε το s(x) = w(x) mod g(x) = x2 +
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x3 mod (1 + x + x3) = 1 + x + x2 είναι το σύνδροµο πολυώνυµο. Στη συνέχεια
υπολογίζουµε :

s1(x) = xs(x) mod g(x) = x(1 + x + x2) mod g(x) = 1 + x2

s2(x) = x2s(x) mod g(x) = x(1 + x2) mod g(x) = 1,

το οποίο έχει ϐάρος 1 ≤ t. Οπότε j = 2 και άρα

e(x) = x7−2s2(x) mod (1 + x7) = x5.

Οπότε το c(x) = w(x) + e(x) = (x2 + x3) + x5 είναι η πιο πιθανή κωδικολέξη.

Παράδειγµα 4.3.10 ΄Εστω n = 15 και έστω g(x) = 1+x4+x6+x7+x8 είναι το πο-
λυώνυµο -γεννήτορας για έναν κυκλικό κώδικα µε d = 5. ΄Ετσι όλα τα υποδείγµατα
λάθους µε ϐάρος t = 2 ή λιγότερο διορθώνονται. Αποκωδικοποιούµε τη ληθφείσα
λέξη w = 110011100111000. Εδώ w(x) = l + x + x4 + x5 + x6 + x9 + x10 + x11.

Το σύνδροµο πολυώνυµο s(x) = w(x) mod g(x) είναι

s(x) = 1 + x + x3 + x4 + x5 + x6 + x7

s1(x) = xs(x) = x + x2 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 mod g(x)
= 1 + x + x2 + x5

s2(x) = x2s(x) ≡ x + x2 + x3 + x6 (mod g(x))
s3(x) = x3s(x) ≡ x2 + x3 + x4 + x7 (mod g(x))
s4(x) = x4s(x) ≡ 1 + x3 + x5 + x6 + x7 (mod g(x))
s5(x) = x5s(x) ≡ 1 + x (mod g(x)), το οποίο έχει ϐάρος 2 ≤ t.

Οπότε e(x) = x15−5s5(x) mod (1 + x15) = x10 + x11. Οπότε

c(x) = w(x) + e(x)
= w(x) + (x10 + x11)
= 1 + x + x4 + x6 + x9

Ασκήσεις

4.3.11 Βρείτε έναν parity check πίνακα για το γραµµικό κυκλικό κώδικα µή-
κους 7 µε γεννήτορα g(x) = 1 + x + x2 + x4.

4.3.12 Βρείτε έναν parity check πίνακα για έναν κυκλικό κώδικα µήκους n και
µε γεννήτορα g(x):

(α΄). n = 6, g(x) = 1 + x2

(ϐ΄). n = 6, g(x) = 1 + x3

(γ΄). n = 8, g(x) = 1 + x2



124 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 4. ΚΥΚΛΙΚΟ�Ι ΓΡΑΜΜΙΚΟ�Ι Κ�Ω∆ΙΚΕΣ

(δ΄). n = 9, g(x) = 1 + x3 + x6

(ε΄). n = 15, g(x) = 1 + x + x4 (παράγει έναν κώδικα Hamming)

(ϛ΄). n = 23, g(x) = 1 + x + x5 + x6 + x7 + x9 + x11 (παράγει έναν
κώδικα Golay)

(Ϲ΄). n = 15, g(x) = 1+x4 +x6 +x7 +x8 (παράγει έναν BCH 2- κώδικα
διόρθωσης λαθών, που κατασκευάστηκε στο κεφάλαιο 5).

4.3.13 Το g(x) = 1+x4 +x6 +x7 +x8 παράγει ένα 2- γραµµικό κώδικα διόρ-
ϑωσης λαθών µήκους 15. Χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο 4.3.8 αποκω-
δικοποιείστε τις παρακάτω ληφθείσες λέξεις οι οποίες κωδικοποιήθηκαν
χρησιµοποιώντας τον C.

(α΄). 001000001110110

(ϐ΄). 110001101000101

(γ΄). 001111101001001

(δ΄). 001000000110000

(ε΄). 110010000111010.

4.4 Βρίσκοντας Κυκλικούς Κώδικες

Για να κατασκευάσουµε ένα γραµµικό κυκλικό κώδικα µήκους n και διάστα-
σης k, πρέπει να ϐρούµε ένα παράγοντα του 1+xn που έχει ϐαθµό n−k. Φυσικά
ίσως υπάρχουν πολλές επιλογές ή ίσως καµία για δοθέντα n και k. Υπάρχει επίσης
και το ερώτηµα της ελάχιστης απόστασης για τους κυκλικούς κώδικες που δε µε-
λετήσαµε, ένα ερώτηµα που δεν το αντιµετωπίσαµε γενικά. ∆ε ϑα απασχοληθούµε
µε αυτό το ϑέµα εώς αργότερα.

Να επαναλάβουµε, το γεγονός ότι κάθε γεννήτορας πρέπει να διαιρεί το 1+xn

µας δίνει τη δυνατότητα να ϐρούµε όλους τους γραµµικούς κυκλικούς κώδικες µε
κάποιο δοθέν µήκος n. Το µόνο που πρέπει να κάνουµε είναι να ϐρούµε όλους
τους παράγοντες του 1 + xn, που σηµαίνει ότι ϑα πρέπει πρώτα να ϐρούµε όλους
τους ανάγωγους παράγοντες.

΄Ενα πολυώνυµο f(x) στο K[x] ϐαθµού τουλάχιστον ένα είναι ανάγωγο εά-
ν δεν είναι το γινόµενο δύο πολυωνύµων του K[x], τα οποία και τα δύο είναι
ϐαθµού τουλάχιστον ένα. Να ϐρούµε τους ανάγωγους παράγοντες (οι οποίοι ου-
σιαστικά δίνουν όλους τους παράγοντες του 1 + xn) δεν είναι καθόλου εύκολο.
Η παραγοντοποίηση του 1 + xn, n ≤ 31 σε ανάγωγους παράγοντες ϐρίσκεται στο
παράρτηµα Γ και ένας αλγόριθµος για παραγοντοποίηση του 1+xn περιγράφεται
στο παράρτηµα Β.

Ο παράγοντας 1 του 1+xn έχει ϐαθµό 0 και έτσι παράγει έναν κυκλικό κώδικα
διάστασης n. Αυτός ο κώδικας πρέπει να είναι ο Kn, το οποίο αποδεικνύει ότι ο
Kn είναι κυκλικός. Μπορούµε επίσης, ως ειδική περίπτωση, να ορίζουµε τον
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κώδικα {0} που αποτελείται µονάχα από την µηδενική λέξη µήκους n να είναι ο
κυκλικός κώδικας µε «γεννήτορα» το g(x) = 0 = 1 + xn mod 1 + xn.

Θα ονοµάζουµε αυτούς τους γραµµικούς κυκλικούς κώδικες Kn και {0}, µή
γνήσιους κυκλικούς κώδικες. Αλλιώς ο κώδικας είναι ένας γνήσιος κυκλικός κώδι-
κας.

Παράδειγµα 4.4.1 Για h = 3, 1+x3 = (1+x)(1+x+x2) είναι η παραγοντοποί-
ηση του 1 + x3 σε ανάγωγους παράγοντες. ΄Ετσι υπάρχουν δύο γνήσιοι κυκλικοί
κώδικες µήκους 3. Ο ένας έχει γεννήτορα g(x) = 1 + x και γεννήτορα πίνακα

G =
[

110
011

]
.

Ο κώδικας είναι ο C = {000, 110, 011, 101}. Ο άλλος κώδικας έχει γεννήτορα
το g(x) = 1 + x + x2 και γεννήτορα πίνακα G = [111], οπότε είναι ο κώδικας
C = {000, 111}.
Παράδειγµα 4.4.2 Για n = 6, παραγοντοποιούµε το 1 + x6 σε ανάγωγους παρά-
γοντες.

1 + x6 = (1 + x3)2 = (1 + x)2(1 + x + x2)2.

Τότε για να ϐρούµε τους γεννήτορες των γνήσιων γραµµικών κυκλικών κωδίκων
µήκους 6, σχηµατίζουµε όλα τα πιθανά γινόµενα αυτών των παραγόντων εκτός
του 1 και του 1 + x6. Κάθε ένα τέτοιο γινόµενο είναι ένας γεννήτορας για έναν
γνλησιο κυκλικό κώδικα µήκους 6. Αυτά τα γινόµενα και η διάσταση του κυκλικού
γραµµικού κώδικα µήκους 6 που κάθε γινόµενο παράγει δίνονται στον παρακάτω
πίνακα.

γεννήτορας διάσταση
1 + x 5

(1 + x)2 = 1 + x2 4
1 + x + x2 4

(l + x + x2)2 = 1 + x2 + x4 2
(1 + x)(1 + x + x2) = 1 + x3 3

(1 + x)2(1 + x + x2) = 1 + x + x3 + x4 2
(1 + x)(1 + x + x2)2 = 1 + x + x2 + x3 + x4 + x5 1

Θεώρηµα 4.4.3 Εάν n = 2rs τότε 1 + xn = (1 + xs)2
r

.

Απόδειξη: Εάν n = 2s, τότε (1+xs)2 = 1+xs +xs +x2s = 1+x2s. Προχωρούµε
µε επαγωγή στο r.

Πόρισµα 4.4.4 ΄Εστω n = 2rs, όπου s είναι περιττός και έστω 1 + xs είναι το
γινόµενο από z ανάγωγα πολυώνυµα. Τότε υπάρχουν (2r +1)z γραµµικοί κυκλικοί
κώδικες µήκους n και (2r + 1)z − 2 γνήσιοι γραµµικοί κυκλικοί κώδικες µήκους n.

Παράδειγµα 4.4.5 Στο παράδειγµα 4.4.1 δείχθηκε ότι το 1+x3 είναι το γινόµενο
δύο ανάγωγων πολυωνύµων του 1+x και του 1+x+x2. Εφαρµόζοντας το πόρισµα
4.4.4 µε r = 0, s = 3 και z = 2 ϐρίσκουµε ότι υπάρχουν (20 +1)2 = 4 γραµµικοί
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κυκλικοί κώδικες µήκους 3, δύο εκ των οποίων είναι γνήσιοι (όπως δείχθηκε στο
παράδειγµα 4.4.1). Επίσης, για το 1 + x6, έχουµε n = 6 = 213 οπότε r = 1, το
z είναι ακόµη 2 έτσι υπάρχουν (2 + 1)2 = 9 γραµµικοί κυκλικοί κώδικες µήκους
6, επτά εκ των οποίων είναι γνήσιοι (όπως δείχθηκε στο παράδειγµα 4.4.2).

Ασκήσεις

4.4.6 Βρείτε το πλήθος των γνήσιων κυκλικών κωδίκων µήκους n, όπου

(α΄). n = 4,

(ϐ΄). n = 5,

(γ΄). n = 7,

(δ΄). n = 14,

(ε΄). n = 56,

(ϛ΄). n = 15,

(Ϲ΄). n = 120,

(η΄). n = 1024.

4.4.7 Βρείτε το γεννήτορα πολυώνυµο για όλους τους γνήσιους γραµµικούς
κυκλικούς κώδικες µήκους n, όπου

(α΄). n = 4,

(ϐ΄). n = 5.

4.4.8 Βρείτε δύο γεννήτορες ϐαθµού 4 για ένα γραµµικό κυκλικό κώδικα
µήκους 7.

4.4.9 Βρείτε ένα γεννήτορα και ένα γεννήτορα πίνακα για ένα γραµµικό κώ-
δικα µήκους n και διάστασης k όπου

(α΄). n = 12, k = 5

(ϐ΄). n = 12, k = 7

(γ΄). n = 14, k = 5

(δ΄). n = 14, k = 6

(ε΄). n = 14, k = 8.

4.4.10 ∆είξτε ότι ο κώδικας Golay C23 είναι ισοδύναµος µε ένα γραµµικό κυ-
κλικό κώδικα.
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Μπορούµε να ϐρούµε όλους τους κυκλικούς κώδικες ή ισοδύναµα να παρα-
γοντοποιήσουµε το 1 + xn, µε µία σχετικά απλή διαδικασία. Σε όλη τη µελέτη
µας ϑα υποθέσουµε ότι το n είναι περιττός.

Το πρώτο ϐήµα περιλαµβάνει την παραγωγή όλων των πολυωνύµων I(x) (mod 1+
xn) έτσι ώστε I(x) = I(x)2 (mod 1 + xn). Τέτοια πολυώνυµα ονοµάζονται αυ-
τοδύναµα (idemponent) πολυώνυµα. Είναι εύκολο να δούµε ότι εάν u(x) και
v(x) είναι αυτοδύναµα, τότε είναι και το άθροισµα u(x) + v(x) και το γινόµενο
u(x)v(x) (mod 1+xn). ΄Ετσι είναι ανάγκη να κατασκευάσουµε µονάχα ένα «ϐα-
σικό» σύνολο από αυτοδύναµα πολυώνυµα. Για να το κάνουµε αυτό χρειαζόµαστε
να διαµερίσουµε το Zn = {0, 1, ..., n− 1} σε «κλάσεις».

΄Εστω Ci = {s = 2j · i (mod n)|j = 0, 1...r} όπου 1 = 2r mod n.

Παράδειγµα 4.4.11 Για n = 7 έχουµε

C0 = {0}, C1 = {1, 2, 4} = C2 = C4 και C3 = {3, 5, 6} = C5 = C7.

Για n = 9 έχουµε

C0 = {0}, C1 = {1, 2, 4, 8, 7, 5} και C3 = {3, 6}.
Στη συνέχεια για κάθε διαφορετική κλάση Ci σχηµατίζουµε το πολυώνυµο

ci(x) =
∑

j∈Ci

xj .

Ισχυριζόµαστε ότι το ci(x) είναι ένα αυτοδύναµο πολυώνυµο και επίσης ότι κάθε
αυτοδύναµο πολυώνυµο I(x)pmod1 + xn είναι ίσο µε

I(x) =
k∑

i=0

aici(x), ai ∈ {0, 1}.

Για να το δούµε αυτό, ας παρατηρήσουµε ότι,

ci(x)2 = ci(x2) =
∑

j∈Ci

x2j =
∑

k∈Ci

xk (mod 1 + xn)

διότι εάν το j ∈ Ci τότε ανήκει και το 2j (mod n).

Παράδειγµα 4.4.12 Για n = 7 έχουµε,

C0 = {0}, οπότε c0(x) = x0 = 1,
C1 = {1, 2, 4}, οπότε c1(x) = x1 + x2 + x4 και
C3 = {3, 5, 6}, οπότε c3(x) = x3 + x6 + x5.

Τότε κάθε αυτοδύναµο πολυώνυµο (mod 1 + x7) µπορεί να εκφραστεί ως

I(x) = a0c0(x) + a1c1(x) + a3c3(x), ai ∈ {0, 1}.
΄Ετσι έχουµε 23 − 1 διαφορετικά αυτοδύναµα πολυώνυµα (mod 1 + xn). (∆ε
ϑεωρούµε το I(x) = 0 το οποίο είναι ένα τετριµµένο αυτοδύµαµο).
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Η σχέση µεταξύ των αυτοδύναµων πολυωνύµων και των κυκλικών κωδίκων
είναι η εξής :

Θεώρηµα 4.4.13 Κάθε κυκλικός κώδικας περιέχει ένα µοναδικό αυτοδύναµο πο-
λυώνυµο που παράγει τον κώδικα.

Απόδειξη: ΄Εστω g(x) είναι ο γεννήτορας ενός κυκλικού κώδικα µήκους n και
έστω g(x)h(x) = 1+xn (n είναι περιττός). Τότε ο Μ.Κ.∆. (h(x), g(x)) = 1 και από
τον Αλγόριθµο του Ευκλείδη (παράρτηµα Α) υπάρχουν πολυώνυµα t(x), s(x) έτσι
ώστε

1 = t(x)g(x) + s(x)h(x).

Πολλαπλασιάζοντας και τις δύο πλευρές µε t(x)g(x) παίρνουµε,

t(x)g(x) = (t(x)g(x))2 + t(x)s(x)(1 + xn)

ή
t(x)g(x) = (t(x)g(x))2 mod 1 + xn.

΄Ετσι το t(x)g(x) είναι αυτοδύναµα και

g(x) = Μ.Κ.∆.(t(x)g(x), 1 + xn).

Παράδειγµα 4.4.14 Για να ϐρούµε όλους τους κυκλικούς κώδικες µήκους 9,
ϐρίσκουµε όλα τα αυτοδύναµα πολυώνυµα και όλα τα αντίστοιχά τους πολυώνυµα
γεννήτορες. Επειδή

C0 = {0}, C1 = {1, 2, 4, 8, 7, 5}, C3 = {3, 6}

έχουµε

c0(x) = 1, c1(x) = x + x2 + x4 + x5 + x7 + x8, c3(x) = x3 + x6

και
I(x) = a0c0(x) + a1c1(x) + a3c3(x).

Αυτοπαθή πολυώνυµο Το πολυώνυµο -γεννήτορας
I(x) g(x) = Μ.Κ.∆.(I(x), 1 + x9)

1 1
x + x2 + x4 + x5 + x7 + x8 1 + x + x3 + x4 + x6 + x7

x3 + x6 1 + x3

1 + x + x2 + x4 + x5 + x7 + x8 1 + x + x2

1 + x3 + x6 1 + x3 + x6

x + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 1 + x
1 + x + x2 + x3 + x5 + x6 + x7 + x8 1 + x + x2 + x3 + x5 + x6 + x7 + x8
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Ασκήσεις

4.4.15 Βρείτε όλα τα αυτοδύναµα πολυώνυµα mod1 + xn και τα αντίστοιχα
πολυώνυµα γεννήτορες για,

(α΄). n = 5

(ϐ΄). n = 7

(γ΄). n = 11

(δ΄). n = 15

(ε΄). n = 31

4.5 ∆υϊκοί Κυκλικοί Κώδικες

΄Ενα άλλο γεγονός στους κυκλικούς κώδικες το οποίο είναι χρήσιµο, είναι ότι
οι δυϊκοί κώδικες είναι επίσης κυκλικοί. Πράγµατι ϑα δώσουµε µια διαδικασία
για την κατασκευή του πολυωνύµου γεννήτορα του δυϊκού κώδικα.

Είναι απλό να δούµε ότι ο δυϊκός ενός κυκλικού κώδικα είναι και αυτός κυκλι-
κός. Αυτό ϐγαίνει απ’ ευθείας από το γεγονός ότι εάν a · b = 0 τότε π(a) · π(b) = 0
όπου π είναι η κυκλική µετάθεση, όπως η επόµενη απόδειξη δείχνει. (Σηµειώστε
ότι a ·b = a0b0+a1b1+ ...+anbn και π(a) ·π(b) = a1b1+a2b2+ ...+anbn +a0b0 =
a · b = 0). Θεωρούµε τον κυκλικό κώδικα που παράγεται από τη λέξη v. Οπότε
C = 〈{v, π(v), ..., πn−1(v)}〉. Εάν u ∈ C⊥ τότε πi(v) · u = 0 για i = 0, 1, ..., n− 1.
΄Οµως αυτό δείχνει ότι πi+1(v) · π(u) = 0 και ότι το π(u) είναι ορθογώνιο στο
〈{π(v), π2(v), ..., πn(v)}〉 = C επειδή πn(v) = v. Επειδή το u ∈ C⊥ συνεπάγεται
ότι π(u) ∈ C⊥ συµπεραίνουµε ότι ο C⊥ είναι κυκλικός.

Για να ϐρούµε το γεννήτορα του δυϊκού χρειαζόµαστε να σχετίσουµε το γινό-
µενο των πολυωνύµων και το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων.

Λήµµα 4.5.1 ΄Εστω a ↔ a(x), b ↔ b(x) και b′ ↔ b′(x) = xnb(x−1) mod 1 + xn,
τότε a(x)b(x) mod 1+xn = 0 εάν και µόνο εάν πk(a) ·b′ = 0 για k = 0, 1, ..., n−1.

Απόδειξη: ΄Εστω c(x) = a(x)b(x) mod 1+xn. Τότε ο συντελεστής του xk στο c(x)
είναι

ck = akb0 + ak+1bn−1 + ... + an−1bk+1 + a0bk + ... + ak−1b1

διότι xk ≡ xn+k (mod 1 + xn). Σηµειώστε ότι εάν a = (a0, a1, ..., an−1) και
b = (b0, b1, ..., bn−1) τότε b′ = (b0, bn−1, bn−2, ..., b1) και έτσι ck = πk(a) · b′. ΄Ετσι
ck = 0 για k = 0, 1, ..., n− 1 εάν και µόνο εάν c(x) = 0 = a(x)b(x) mod 1 + xn.

Ξανά, έστω C είναι ένας γραµµικός κυκλικός κώδικας µήκους n και g(x) είναι
ένα πολυώνυµο -γεννήτορας για τον C. Ξέρουµε ότι το g(x) διαιρεί το 1 + xn και
έτσι υπάρχει ένα µοναδικό πολυώνυµο h(x), έτσι ώστε 1 + xn = g(x)h(x). Από το
λήµµα 4.5.1 ξέρουµε ότι το xnh(x−1) ανήκει στο C⊥, αλλά ϑέλουµε να ϐρούµε
το γεννήτορα του C⊥.
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Θεώρηµα 4.5.2 ΄Εστω C είναι ένας γραµµικός κυκλικός κώδικας µήκους n και
διάστασης k µε γεννήτορα g(x) και εάν 1 + xn = g(x)h(x) τότε ο C⊥ είναι ένας
κυκλικός κώδικας µε διάσταση n− k και γεννήτορα τον xkh(x−1).

Απόδειξη: Επειδή ο C έχει διάσταση k, το g(x) έχει ϐαθµό n−k και έτσι το h(x)
έχει ϐαθµό k. Επειδή

g(x)h(x) = 1 + xn

έχουµε
g(x−1)h(x−1) = 1 + (x−1)n

και
xng(x−1)h(x−1) = xn(1 + x−n

xn−kg(x−1)xkh(x−1) = 1 + xn.

΄Ετσι το xkh(x−1) είναι ένας παράγοντας του 1+xn, που έχει ϐαθµό k και είναι το
πολυώνυµο -γεννήτορας για το γραµµικό κυκλικό κώδικα, C⊥ µε διάσταση n− k
που περιέχει το xnh(x−1).

Παράδειγµα 4.5.3 Το g(x) = 1+x+x3 είναι ο γεννήτορας ενός κυκλικού κώδικα
µήκους 7 και διάστασης k = 7− 3 = 4. Επειδή ο g(x) είναι ένας παράγοντας του
1 + x7 µπορούµε να ϐρούµε ένα h(x) τέτοιο ώστε 1 + x7 = g(x)h(x) κάνοντας τη
διαίρεση. Σ’ αυτήν την περίπτωση h(x) = 1 + x + x2 + x4. Ο γεννήτορας για το
C⊥ είναι g⊥(x) = x4h(x−1) = x4(l + x−1 + x−2 + x−4) = 1 + x2 + x3 + x4 που
αντιστοιχεί στην 1011100 = w. Προφανώς g · w = (11010000) · (1011l00) = 0 και
πk(g) · w = 0 επίσης. Σηµειώστε ότι g⊥(x) 6= h(x).

Παράδειγµα 4.5.4 ΄Εστω g(x) = 1+x+x2 είναι ο γεννήτορας για ένα γραµµικό
κυκλικό κώδικα µήκους 6. Βρίσκουµε h(x) = 1 + x + x3 + x4 ικανοποιεί την
ισότητα g(x)h(x) = 1 + x6. Οπότε το g⊥(x) = x4h(x−1) = x4(1 + x−1 + x−3 +
x−4) = x4 + x3 + x + 1 είναι ο γεννήτορας για το δυϊκό κώδικα. Σηµειώστε ότι σ’
αυτό το παράδειγµα g⊥(x) = h(x).

Ασκήσεις

4.5.5 Βρείτε το γεννήτορα πολυώνυµο για το δυϊκό κώδικα του κυκλικού κώ-
δικα µήκους n που έχει γεννήτορα πολυώνυµο το g(x) όπου:
(α΄). n = 6, g(x) = 1 + x2

(ϐ΄). n = 6, g(x) = 1 + x3

(γ΄). n = 8, g(x) = 1 + x2

(δ΄). n = 9, g(x) = 1 + x3 + x6

(ε΄). n = 15, g(x) = 1 + x + x4

(ϛ΄). n = 15, g(x) = 1 + x4 + x6 + x7 + x8

(Ϲ΄). n = 23, g(x) = 1 + x + x5 + x6 + x7 + x9 + x11

(η΄). n = 7, g(x) = 1 + x + x2 + x4




